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了 中 


物理 学 是 研究 物质 能量 以 及 它们 之 间 相 互 作用 的 科学 。 她 不 仅 是 化 学 、 
生命 .材料 ,信息 .能源 和 环境 等 相关 学 科 的 基础 ,同时 还 是 许多 新 兴学 科 和 交 
叉 学 科 的 前 沿 。 在 科技 发 展 日 新 月 异 和 国际 竞争 日 趋 激 烈 的 今天 ,物理 学 不 
仅 园 于 基础 科学 和 技术 应 用 研究 的 范畴 ,而 且 在 社会 发 展 与 人 类 进步 的 历史 
进程 中 发 挥 着 越 来 越 关键 的 作用 。 

我 们 欣喜 地 看 到 ,改革 开放 三 十 多 年 来 , 随 着 中 国政 治 、 经 济 , 教 育 , 文 化 
等 领域 各 项 事业 的 持续 稳定 发 展 ,我 国 物理 学 取得 了 跨越 式 的 进步 ,做 出 了 很 
多 为 世界 瞩目 的 研究 成 果 。 今 日 的 中 国 物理 正在 经 历 一 个 历史 上 少 有 的 黄金 
时 代 。 

在 我 国 物理 学 科 快速 发 展 的 背景 下 ,近年 来 物理 学 相关 书籍 也 呈现 百花 
齐 放 的 良好 态势 ,在 知识 传承 .学 术 交 流 、 人 才 培 养 等 方面 发 挥 着 无 可 替代 的 
作用 。 从 另 一 方面 看 ,尽管 国内 各 出 版 社 相继 推出 了 一 些 质量 很 高 的 物理 教 
材 和 图 书 , 但 系统 总 结 物理 学 各 门类 知识 和 发 展 ,深入 浅 出 地 介绍 其 与 现代 科 
学 技术 之 间 的 渊源 ,并 针对 不 同 层次 的 读者 提供 有 价值 的 教材 和 研究 参考 , 仍 
是 我 国 科学 传播 与 出 版 界面 临 的 一 个 极 富 挑战 性 的 课题 。 

为 有 力 推动 我 国 物理 学 研究 ,加快 相关 学 科 的 建设 与 发 展 ,特别 是 展现 近 
年 来 中 国 物理 学 者 的 研究 水 平和 成 果 , 北 京 大 学 出 版 社 在 国家 出 版 基金 的 支 
持 下 推出 了 《中 外 物理 学 精品 书 系 》, 试 图 对 以 上 难题 进行 大 胆 的 尝试 和 探索 。 
该 书 系 编 委 会 集结 了 数 十 位 来 自 内 地 和 香港 顶尖 高 校 及 科研 院 所 的 知名 专家 
学 者 。 他 们 都 是 目前 该 领域 十 分 活跃 的 专家 ,确保 了 整套 从 书 的 权威 性 和 前 
脆性 。 

这 套 书 系 内 容 丰富 ,涵盖 面 广 ,可 读 性 强 ,其 中 既 有 对 我 国 传统 物理 学 发 
展 的 梳理 和 总 结 , 也 有 对 正在 蓬勃 发 展 的 物理 学 前 沿 的 全 面 展 示 ; 既 引进 和 介 
绍 了 世界 物理 学 研究 的 发 展 动态 ,也 面向 国际 主流 领域 传播 中 国 物理 的 优秀 
专著 。 可 以 说 《中 外 物理 学 精品 书 系 ?力图 完整 呈现 近 现 代 世 界 和 中 国 物理 
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科学 发 展 的 全 貌 ,是 一 部 目前 国内 为 数 不 多 的 兼 具 学 术 价 值 和 阅读 乐趣 的 经 
典 物理 丛书 。 

《中 外 物理 学 精品 书 系 ) 另 一 个 突出 特点 是 ,在 把 西方 物理 的 精华 要 义 “ 请 
进来 ”的 同时 ,也 将 我 国 近 现 代 物 理 的 优秀 成 果 “ 送 出 去 ”。 物 理学 科 在 世界 范 
围 内 的 重要 性 不 言 而 喻 ,引进 和 翻译 世界 物理 的 经 典 著作 和 前 沿 动态 ,可 以 满 
足 当 前 国内 物理 教学 和 科研 工作 的 迫切 需求 。 另 一 方面 ,改革 开放 几 十 年 来 ， 
我 国 的 物理 学 研究 取得 了 长 足 发 展 ,一 大 批 具有 较 高 学 术 价值 的 著作 相继 问 
世 。 这 套 从 书 首次 将 一 些 中 国 物 理学 者 的 优秀 论著 以 英文 版 的 形式 直接 推 向 
国际 相关 研究 的 主流 领域 ,使 世界 对 中 国 物 理学 的 过 去 和 现状 有 更 多 的 深入 
了 解 , 不 仅 充分 展示 出 中 国 物 理学 研究 和 积累 的 “ 硬 实力 ”, 也 向 世界 主动 传播 
我 国 科 技 文化 领域 不 断 创新 的 “ 软 实力 ”, 对 全 面 提升 中 国 科学 ,教育 和 文化 领 
域 的 国际 形象 起 到 重要 的 促进 作用 。 

值得 一 提 的 是 《中 外 物理 学 精品 书 系 》 还 对 中 国 近 现代 物理 学 科 的 经 典 
著作 进行 了 全 面 收录 。20 世纪 以 来 ,中 国 物理 界 诞生 了 很 多 经 典 作品 ,但 当 
时 大 都 分 散 出 版 ,如 今 很 多 代表 性 的 作品 已 经 淹没 在 浩瀚 的 图 书 海洋 中 ,读者 
们 对 这 些 论著 也 都 是 “只 闻 其 声 ,未 见 其 真 "。 该 书 系 的 编者 们 在 这 方面 下 了 
很 大 工夫 ,对 中 国 物理 学 科 不 同时 期 .不 同 分 支 的 经 典 著作 进行 了 系统 的 整理 
和 收录 。 这 项 工作 具有 非常 重要 的 学 术 意 义 和 社 会 价值 ,不 仅 可 以 很 好 地 保 
护 和 传承 我 国 物理 学 的 经 典 文献 ,充分 发 挥 其 应 有 的 传世 育 人 的 作用 ,更 能 使 
广大 物理 学 人 和 青年 学 子 切身 体会 我 国 物理 学 研究 的 发 展 脉络 和 优良 传统 ， 
真正 领悟 到 老 一 辈 科 学 家 严谨 求实 .追求 卓越 .博大 精深 的 治学 之 美 。 

温家宝 总 理 在 2006 年 中 国 科学 技术 大 会 上 指出 加强 基础 研究 是 提升 
国家 创新 能 力 、 积 累 智 力 资 本 的 重要 途径 ,是 我 国 跻身 世界 科技 强国 的 必要 条 
件 ”。 中 国 的 发 展 在 于 创新 ,而 基础 研究 正 是 一 切 创新 的 根本 和 源泉 。 我 相 
信 , 这 套 ( 中 外 物理 学 精品 书 系 ) 的 出 版 ,不 仅 可 以 使 所 有 热爱 和 研究 物理 学 的 
人 们 从 中 获取 思维 的 启迪 智力 的 挑战 和 阅读 的 乐趣 ,也 将 进一步 推动 其 他 相 
关 基 础 科学 更 好 更 快 地 发 展 ,为 我 国 今后 的 科技 创新 和 社会 进步 做 出 应 有 的 
贡献 。 


《中 外 物理 学 精品 书 系 》 编 委 会 ”主任 
中 国 科学 院 院 士 , 北 京 大 学 教授 
王 恩 哥 
2010 年 5 月 于 燕 园 
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这 是 一 本 与 通行 的 物理 学 教科 书籍 咯 有 不 同 的 书 , 令 述 了 相对 论 物 
理学 的 基本 原理 ,不 多 涉及 具体 应 用 方面 的 内 容 .主要 的 不 同 之 处 有 以 下 
几 个 方面 : 

1. 所 用 的 数学 方法 不 同 . 除了 通常 的 微分 积分 外 ,还 应 用 了 四 元 数 
的 代数 运算 . 

2. 以 时 间 和 空间 具有 同等 地 位 ,以 及 时 间 和 空间 构成 的 四 维 空 
间 一 一 时 空 的 认识 为 前 提 , 导 出 了 不 同 惯性 参考 系 之 间 的 洛 伦 兹 变换 ,使 
得 所 谓 的 光速 不 变 原理 成 为 时 和 空 度量 单位 之 间 的 换算 常数 不 随 惯性 参 
考 系 而 改变 的 必然 推论 

3. 用 时 空中 每 一 维 的 距离 随时 空中 四 维 间隔 的 变化 规律 来 描述 相 
对 论 力学 . 

4. 用 四 元 数 电磁 场 的 四 梯度 与 四 元 数 电磁 源 成 正比 的 规律 来 描述 
电磁 理论 . 

5. 用 四 元 数 对 相对 论 性 的 能 量 动量 关系 进行 因 式 分 解 ,建立 了 不 同 
种 类 的 波动 方程 ,用 以 描述 不 同 种 类 的 微观 粒子 的 运动 规律 ,叙述 了 对 克 
某 因 - 苞 尔 登 方程 ,以 及 对 轨道 角 动量 和 自 旋 的 不 同 认识 . 

一 方面 ,由 于 笔者 学 术 水 平 较 低 ,知识 领域 狭窄 ,因此 如 量子 场 论 、 广 
义 相对 论 等 更 深层 次 的 物理 内 容 没 能 涉及 , 实 为 遗憾 

另 一 方面 ,因为 用 四 元 数 来 描述 物理 理论 的 资料 也 未 多 见 , 此 文 只 属 
尝试 之 举 , 故 缺点 错误 在 所 难免 ,理所当然 地 欢迎 批评 指正 ,如 能 深入 探 
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第 1 章 四 元 数 代数 


$1.1 四 元 数 的 代数 运算 


一 、 四 元 数 的 定义 
一 个 三 维 空间 的 实 矢 量 
a 一 ai 十 oj 十 ak (1.1.1) 
与 一 个 实数 a 组 合成 一 个 数 
A=a ta (1.1.2) 


称 为 四 元 数 . 其 中 实数 ao 称 为 四 元 数 A 的 标 部 , 实 矢量 a 称 为 四 元 数 A 的 矢部 . 
分 别 用 下 标 S 和 V 表示 标 部 和 矢部 , 记 作 


As 一 ao， 
(1.1.3) 
Av=a. 
在 四 元 数 A 的 矢部 中 ,三 个 矢量 i,j,k 是 三 维 空间 中 三 个 互相 垂直 且 方 向 固 
定 的 单位 矢量 . 
一 个 四 元 数 实际 上 是 由 四 个 基 1,i,j,k 的 线性 组 合 构成 的 . 
二 、 代数 运 算法 则 
1. 相等 


两 个 四 元 数 A 和 B, 若 他 们 相应 的 四 个 分 量 分 别 相等 , 即 
an =b,, n= 0,1,2,3. 


则 称 他 们 相等 , 记 作 
A=B. (1.1.4) 
一 个 四 元 数 的 等 式 相当 于 四 个 实数 等 式 . 
2. 加 法 
两 个 四 元 数 A 和 B 之 和 C 仍 为 四 元 数 , 记 作 
C=A+B. (1.1.5) 
其 定义 为 


c =ast+b,, n=0,1,2,3. 
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由 实数 加 法 的 交换 律 ,结合 律 知 ,四 元 数 加 法 也 存在 着 交换 律 和 结合 律 . 


3. 乘法 
两 个 四 元 数 A 和 B 乘积 的 定义 是 
AB= (ao + a) (bo +b) 
一 aob —a*biab+tbataxXb, (1.1.6a) 
BA= (btb)(ao ta) 
= aobo —a* bitabt+bat+bXa. (1.1.6b) 
两 个 四 元 数 的 乘积 仍 是 四 元 数 ,但 因为 
QX 玉 天 六 Xay 
故 
AB#z¥ BA. 


所 以 ,一 般 来 说 四 元 数 的 乘法 不 存在 交换 律 . 
有 一 种 特殊 情形 : 若 两 个 四 元 数 A 和 B 的 矢部 平行 , 即 eV ,那么 由 于 
axb=bxa=0, 
则 有 
AB = BA. 
所 以 两 个 矢部 平行 的 四 元 数 相 乘 时 是 满足 交换 律 的 . 
由 四 元 数 乘法 的 定义 (1. 1. 6) 式 易 证 ,四 元 数 的 乘法 仍 存 在 结合 律 和 分 配 律 . 
当 相 乘 的 两 个 四 元 数 的 标 部 均 为 0 时 ,其 乘积 
AB =ab =—-a.b+axb 
仍 是 四 元 数 , 写法 ab 不 是 张 量 代数 中 的 并 矢 ,而 是 两 个 特殊 四 元 数 之 积 ,是 一 个 四 
元 数 . 
四 元 数 的 乘法 规则 实际 上 是 由 三 个 互相 垂直 的 空间 单位 矢量 i,j,k 之 间 的 乘 
法 规则 
ii=jj =MK=-l1, 


pe (1.1.7) 
认 = 一 地 二 i 
ki=—ik=j 
所 导致 的 . 
4. 共 轩 和 模 广 
(1) 四 元 共 亏 :与 四 元 数 A 二 ao 十 a 对 应 的 另 一 个 四 元 数 
A (1.1.8) 


称 为 A 的 四 元 共 声 .反之 ,A 也 称 为 A 的 四 元 共 斩 . 
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由 
AB =ab, —a*b—ab—ba—axb, 
BA=(b, —b)(ao —a) 
=aobo —a*b—ab—bat+bxXa 
可 知 
AB = BA. (1.1.9) 
(2) 模 方 : 称 实数 
lI4Al=141l=44 =A4A=ai+ava (1.1.10) 


为 四 元 数 A 或 A 的 模 方 . 
由 简单 的 运算 可 知 ,两 个 四 元 数 之 积 的 模 方 等 于 两 个 四 元 数 模 方 之 积 , 即 


14AB1=1A1 BI. (1 
5. 逆 
若 四 元 数 A 的 模 方 不 为 0, 则 称 四 元 数 
六 
A TaT (1.1.12) 
为 A 的 道 .显然 有 
44- = AT'A = 1, 
-A A __ 1 
I4 l= TAT TAT = TAT- 
且 因 
_AB -BA 
TABT ~ TB TAT’ 
故 
(AB)- 一 BA. CE 7213 
6. 关于 除法 


在 四 元 数 的 算法 中 没有 定义 除法 . 不 过 ,如 果 四 元 数 A 的 模 方 1All 关 0, 那 么 仍 
可 借用 金 一 1 的 形式 ,得 出 


上 面 二 式 可 理解 成 B 用 四 元 数 A 来 除 . 只 是 一 般 情况 下 “ 左 除 ”还 是 “ 右 除 ” 的 结果 
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并 不 相同 ,所 以 四 元 数 算法 中 不 用 除法 ,在 需要 的 时 候 则 以 乘 其 逆 来 代替 . 
三 、 四 元 数 的 指数 表示 


用 无 穷 级 数 
“= 2 (1.1.14) 
作为 四 元 数 指数 函数 的 定义 ,其 中 是 实数 ,e 是 四 元 数 e* 矢部 的 单位 矢量 . 由 四 
元 数 乘法 
=—l, 2 一 一 6e， el 一 1 
得 
TCDe” ,SC De 
+ 
= cosa 十 sinae. (1.1.15) 
所 以 四 元 数 可 以 表示 成 指数 的 形式 
A=a ta=|Ale", (1.1.16) 
其 中 
a 


ao =|Alcosa, 
a =|Alsina, 


|A1 称 为 四 元 数 A 的 模 ,有 


a 
a 一 arctan 一 ， 
| bie (1.1.17) 


IAI= va 十 = VTAT . 


所 以 
A=ata= VTATe Cn )#. 

当 两 个 四 元 数 A 和 B 的 矢部 平行 , 即 a//b 时 ， 
A= viAlNe, B= VTJTBTe… 


则 
AB= BA = aosbo — ab + (aobt boa)e 
= VTATTBTe®*”. 
如 果 丙 个 四 元 数 A 和 B 的 矢部 不 平行 , 则 因为 


所 以 ,一 般 来 说 四 元 数 的 乘法 并 不 能 用 指数 的 加 法 来 简化 ,其 原因 是 四 元 数 的 加 法 
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满足 交换 律 ,而 乘法 并 不 满足 交换 律 ,因此 四 元 数 的 指数 表示 法 在 四 元 数 的 算法 中 
并 不 占 重要 地 位 ,只 在 特殊 情况 下 ,如 快 度 的 计算 中 才 应 用 . 


$ 1.2 四 元 数 在 数 中 的 地 位 


在 数 的 发 展 历程 中 ,经 历 了 自然 数 、 负 数 、 整 数 . 有 理 数 .无 理 数 , 这 些 数 总 称 为 
实数 . 一 根 数 轴 被 实数 充满 . 实数 间 的 运算 结果 总 保持 在 同一 数 轴 上 一 一 称 之 为 封 
闭 性 ; 除 0 以 外 的 任 一 实数 ,总 可 用 另 一 个 实数 与 其 相 乘 使 其 乘积 历 遍 整个 数 
轴 一 一 称 之 为 完备 性 . 因此 实数 的 集合 构成 了 一 个 代数 ,用 实数 之 间 的 运算 就 能 承 
担 在 一 条 直线 上 发 生 的 物理 事件 . 至 于 在 另 一 条 直线 上 发 生 的 事件 , 则 需要 进行 另 
- 套 实数 运算 来 解决 . 

复数 的 诞生 开创 了 数 观念 的 新 阶段 , 它 使 数 从 一 条 直线 发 展 到 了 一 个 平面 , 复 
数 的 乘法 规则 既 保持 了 它 的 封闭 性 , 即 两 个 复数 的 乘积 仍然 是 复数 ;又 保持 了 它 的 
完备 性 , 即 给 定 了 任 一 个 非 0 复数 后 ,总 存在 另外 的 复数 与 该 复数 相 乘 并 使 其 乘积 
历 遍 整个 复数 平面 . 这 样 复数 的 集合 也 构成 了 一 个 代数 ,一 个 平面 上 发 生 的 事件 就 
总 可 通过 复数 间 的 运算 来 解决 . 

直线 只 是 平面 的 特例 ,实数 也 只 是 复数 的 特例 ,于 是 实数 之 间 的 运算 规则 也 只 
是 复数 之 间 运 算 规 则 的 特例 . 因此 ,复数 既是 以 实数 为 其 基础 ,又 是 比 实数 高 一 层 
次 的 数 的 形态 . 

能 不 能 把 数 的 形态 进一步 发 展 至 体 ,成 为 一 个 “三 维 数 "?” 人 们 在 这 方面 作 了 
极 大 的 努力 . 

一 方面 ,人 们 建立 了 三 维 矢量 ,用 它 来 与 三 维 空间 的 点 一 一 对 应 ,并 且 发 展 出 
了 一 套 矢量 之 间 的 运算 法 则 . 但 是 这 种 矢量 能 否 成 为 “三 维 数 ” 呢 ?问题 在 于 怎样 
来 规定 矢量 之 间 的 乘法 . 两 个 矢量 之 间 点 乘 的 结果 不 再 是 矢量 ,而 是 一 个 数量 , 破 
坏 了 封闭 性 ;两 个 矢量 之 间 又 乘 的 结果 虽 仍 是 一 个 矢量 ,然而 它 总 与 相 乘 的 两 个 矢 
量 垂直 ,因此 不 可 能 在 任意 给 定 一 个 非 0 矢量 后 ,用 其 他 矢量 与 它 叉 乘 使 其 积 矢 量 
历 遍 整 个 空间 ,所 以 破坏 了 完备 性 . 至 今 ,人 们 还 没有 找到 一 种 矢量 之 间 的 乘法 规 
则 ,使 得 矢量 成 为 一 个 “三 维 数 ”. 

另 一 方面 ,哈密 顿 于 1843 年 发 现 创造 了 四 元 数 . 上 一 节 已 经 对 四 元 数 作 了 简 
单 的 介绍 ,说 明了 四 元 数 的 乘法 既 保 持 了 它 的 封闭 性 ,又 保持 了 它 的 完备 性 ,表明 
四 元 数 的 集合 也 构成 了 一 个 代数 一 一 四 元 数 代 数 . 四 元 数 的 乘法 是 集 数 与 数 的 乘 
法 、 数 与 矢量 的 乘法 、 矢 量 间 的 点 乘 和 又 乘 于 一 身 的 乘法 . 

如 果 只 讨论 矢部 均 是 同一 方向 的 四 元 数 , 那 么 它们 就 赔 化 成 了 复数 ,这 时 四 元 
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数 的 乘法 就 赔 化 成 了 复数 的 乘法 ,表明 复数 的 代数 只 是 四 元 数 代 数 的 子 代数 . 更 进 
一 步 ,车 只 讨论 矢部 为 0 的 四 元 数 ,那么 它们 就 赔 化 成 了 实数 . 实数 代数 既是 复数 
代数 的 子 代数 ,更 是 四 元 数 代数 的 子 代 数 . 所 以 ,四 元 数 是 比 实数 、 复 数 更 高 一 层次 
的 数 的 形态 . 
一 个 四 维 空间 中 点 的 位 置 可 以 与 一 个 四 元 数 一 一 对 应 ,于 是 在 四 维 空间 中 产 
生 的 种 种 现象 及 其 演变 的 规律 总 可 以 借 四 元 数 来 描述 和 运算 ,这 就 已 经 显现 出 了 
四 元 数 的 应 用 价值 . 不 仅 如 此 , 数 的 形态 ,从 实数 (一 维 ) .复数 (二 维 ), 越 过 了 三 维 
数 而 直接 到 达 四 元 数 的 事实 ,可 能 已 经 提醒 了 人 们 ,自然 界 在 本 质 上 就 是 四 维 的 . 
因此 在 自然 界 中 发 生 的 各 种 事件 及 其 演变 的 规律 性 ,本 来 就 应 该 用 四 元 数 来 表述 
和 运算 才 是 正确 的 方法 ,而 其 他 的 表述 和 运算 很 可 能 只 是 四 元 数 表述 和 运算 方法 
的 特例 ,推论 或 者 近似 . 
数 的 形态 还 可 以 进一步 发 展 . 把 两 个 四 元 数 A 和 B 再 组 起 来 成 为 一 个 数 一 一 
八 元 数 ， 
A 十 Be. 
其 中 e 是 独立 于 1,i,j ,k 之 外 的 一 个 新 的 单位 矢量 ,满足 
ez 一 一 1， el=le=e, 
ei=—ie, ¢€ = 一 Je， 
ek 一 一 Ke. 
两 个 八 元 数 之 间 的 加 法 和 乘法 规定 为 
(A+Be)+(C+De) = (A+C)+(B+D)e, 
(A+Be)(C+De) = (AC— BB)+ (DA + BC)e. 
八 元 数 乘法 既 不 满足 交换 律 , 也 不 满足 结合 律 . 不 过 它 却 仍然 具有 封闭 性 和 完 
备 性 ,因此 八 元 数 的 集合 也 构成 一 个 代数 一 一 八 元 数 代数 ,而 四 元 数 代 数 仅 是 八 元 
数 代数 的 一 个 子 代数 ， 
八 元 数 的 理论 、 八 元 数 的 几何 意义 及 其 在 物理 学 中 的 应 用 可 参阅 有 关 文 献 , 不 
属 本 书 的 讨论 范畴 . 


$ 1.3 四 元 数 的 发 展 
四 元 数 是 数 观念 发 展 阶段 上 一 个 新 的 层次 ,在 四 维 空间 中 发 生 的 事情 可 以 由 
它 来 描述 和 运算 . 为 了 增强 四 元 数 的 运算 功能 , 拓 广 它 的 应 用 范围 ,还 可 以 将 四 元 
数 本 身 进 一 步 地 发 展 . 
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一 、 双 四 元 数 
在 四 元 数 
A=ataitaj+ak=ata 本 
中 ,如 果 as(n=0,1,2,3) 中 有 一 个 以 上 ( 含 一 个 ) 是 复数 (或 纯 虚 数 ) ,那么 就 称 A 
为 双 四 元 数 . 


两 个 双 四 元 数 间 的 相等 、 相 加 和 相 乘 ,与 两 个 ( 单 ) 四 元 数 间 的 相等 、 相 加 和 相 
乘 完全 相同 . 一 个 双 四 元 数 的 等 式 相当 于 八 个 实数 的 等 式 . 
双 四 元 数 的 集合 构成 了 一 个 代数 ,而 ( 单 ) 四 元 数 的 代数 则 是 双 四 元 数 代数 的 


子 代数 ， 
对 于 一 个 双 四 元 数 4, 有 五 个 双 四 元 数 与 它 相 对 应 ,或 与 它 共 斩 ,分别 是 
四 元 共 斩 ， 让 一 ae 一 ai 一 oj 一 ak 一 ao 一 0 (1. 3. 2a) 
反共 二 : A‘:=as 十 心计 oj 十 ak 一 af 十 ao (1.3.2b) 
转 置 : AT=ao tari—asj +asks (1.3.2c) 
复 巷 : A' =as —a’ itai j—ai k; (1. 3.2d) 
厄 米 共 斩 : A+ 一 ad —ai i—ai? j—a? k=as 一 0 (1.3.2e) 
容易 验证 


hf = (A): = A = (AD = (A")7. Cy 
双 四 元 数 模 方 的 定义 与 ( 单 ) 四 元 数 模 方 的 定义 相同 , 即 
3 
1Al= AA = AA = Da:. (1.3.4) 


但 在 一 般 情况 下 它 是 复 的 . 在 一 些 特殊 情况 下 它 可 能 是 实 的 ,不 过 此 时 它 也 并 非 总 
是 正 的 . 
(1. 3.2) 式 表明 , 双 四 元 数 A 及 其 各 种 共 思 e 的 模 方 之 间 满 足 关系 


IAIl=121=1ATI=1A l=1A' "=1A'N. (1.3.5) 
两 个 双 元 数 A 和 B 的 各 种 共 孝 之 间 的 乘法 的 规律 是 
{A‘B: = CAB)*， 
A'B- = (AB):, 
AB = BA, (1.3.6) 
ArBT = (BA)7， 
ArB+ = (BA)'. 


在 用 四 元 数 表述 量子 力学 的 规律 时 ,微观 粒子 态 函 数 的 表述 依赖 于 两 个 特殊 
的 双 四 元 数 
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=i, 


] 


二 
rs zj +ik). 


他 们 的 四 元 共 二 、 反 共 示 、 复 共 e. 转 置 和 厄 米 共 思 分 别 为 


5 一 去 (1 十 间 ， 
四 元 共 思 : 1 
5 一 让 (+ 二 一 vs 
= 让 (1+ 记 一 &， 
反共 配 ， 1 
v= sik); 
= 诗 (1 一 认 =u， 
复 共 生 : 
【的 二 一 一 人 
w=w' 一 圭 (1 一 认 =u， 
厄 米 共 罗 和 转 置 : 1 
v=v 一 到 G 一 这) 一 一 下 
他 们 有 重要 的 运算 性 质 : 
ui=iu, ju=—v, ku 一 iv， 
他 jv=u, kv = iu; 
到" =—iu, ju =—v, ku 一 一 iv 
(es jv =u, kv =— iu'. 
以 及 
uu = vv = u, 
(i viu= 0 
和 
av 一 
a 


(1.3.7a) 


(1.3.7b) 


(1.3.7¢) 


(1.3.7d) 


(1.3.7e) 


(1.3.8a) 


(1.3. 8b) 


(1.3. 8c) 


(1. 3. 8d) 


这 些 运算 性 质 在 求解 微观 粒子 的 波动 方程 时 会 经 常 应 用 ,例如 对 于 四 元 形式 的 方程 


Al($u tyv) 一 0， 


其 中 ,A 是 四 元 数 形式 的 运算 符号 ,$ 和 y 是 标量 函数 . 把 上 式 展开 得 


(ae t+ aitaj tak) (but yo) 


(1.3.9) 


一 [(ao 十 ie)g 十 (as tia) yjut [lao ~ ia)y— (as 一 ias)g]w 


一 0. 
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于 是 ,(1. 3.9) 式 的 分 量 方程 则 为 
(ae tia)$+ (as +ia)y = 0, 
(ae 一 ia)% 一 (aa —ia)$ = 0. 


(1.3.10) 


二 、 二 级 四 元 数 


增强 四 元 数 运算 功能 的 另 一 种 方法 是 增高 四 元 数 的 级 别 . 
依照 把 四 个 实数 或 复数 组 合成 一 个 四 元 数 或 双 四 元 数 的 方法 ,把 四 个 四 元 数 
或 双 四 元 数 再 组 合成 一 个 数 
Q= A+Bi,+Ci:+ Dk;,, (C1731 
称 它 为 二 级 四 元 数 或 二 级 双 四 元 数 . 其 中 ,A,B,C 和 D 是 四 元 数 或 双 四 元 数 ,i,， 
j,k 是 二 级 单位 矢量 ,他 们 的 运算 性 质 与 一 级 单位 矢量 i,j,k 完全 相同 , 即 


iis = jaj: = kk: 一 一 1， 

bjs =— jsis = k, 

A Me (1.3.12) 
jk:=— kjz= i, 

kai =—iaks = ja. 


当 二 级 单位 矢量 与 一 级 单位 矢量 放 在 一 起 “ 相 加 ”或 “ 相 乘 "时 ,并 不 发 生 运算 ,其 前 
后 的 次 序 可 以 调换 . 例如 


itis =iti, 
i 本 (1.3.13) 
iis = bi 

等 等 . 

二 级 四 元 数 的 加 法 为 
(Ai+Biist+Cjs Dk)+ (A+ Boi, + Cjs 十 Daks) 
一 (4A, 十 4:) 十 (B, 十 Bz)iz 十 (Ci 十 Cz)7j12 + (D+ D;)k,, 
(1.3.14) 
乘法 为 


(Ait+Biist+Cjs t+Dik) At Bois + Cj t+ Dk) 
= (AiA:—B.B,—CC— DD,)+(AiB,+ BA:+CD,— DC)i 
+ (AiC: + CA + DB, — BD,)j: + (AiD; + DA;+ BiC: — CB,)k,. 
(1.3.15) 
因此 ,一 级 四 元 数 的 集合 是 二 级 四 元 数 集合 的 子 集 , 一 级 四 元 数 代数 是 二 级 四 元 数 
代数 的 子 代数 . 
假 车 在 构成 二 级 四 元 数 (1. 3. 11) 式 的 四 个 四 元 数 中 有 一 个 以 上 是 双 四 元 数 ， 
那么 就 称 其 为 二 级 双 四 元 数 . 
与 双 四 元 数 一 样 ,一 个 二 级 双 四 元 数 也 对 应 着 多 个 与 它 共 思 的 二 级 双 四 元 数 . 
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四 元 共 轧 : G =A—Bi—Cj,—Dk,; (1.3.16a) 
反共 斩 : Q =A‘+B'is+Cj,+D'k; (1.3.16b) 
转 置 : QT =AT+BTi,—CTjs+ DTk; (1.3.16c) 
复 共 杷 : Q’=A’ —B'it+C'j:—D’ ks (1.3.16d) 
厄 米 共 四 : Q'=A'—B'i,—C'j,—Di'k:. (1.3.16e) 
二 级 四 元 数 Q 的 逆 Q™' 的 性 质 是 

QQ =Q'Q=1l， (1.3.17) 


而 其 模 方 的 定义 由 下 一 节 给 出 、 
与 四 元 数 的 情形 类 似 , 二 级 双 四 元 数 也 有 
Q'= (= = (Q)'= (Q°)", (1.3.18) 
在 二 级 双 四 元 数 中 有 四 个 特殊 的 二 级 双 四 元 数 ,ww ,mt ywwywuw 它 们 在 量子 
理论 中 用 来 描述 微观 粒子 的 状态 时 是 必需 的 . 其 中 


wn 一 到 Gd 一 间 ， 轻 一 刘 GL 一 记 )， 


1 (1.3.19) 
太一 一 去 十 让 ， 一 一 去 (js 二 ie) 
与 它们 相对 应 的 各 种 共 二 二 级 双 四 元 数 分 别 为 
四 元 共 思 : 
ZE 一 于 G 十 认 (1 十 记 ) 一 而 本 
下 二 = FG + 十 这) = 一 Wi; 
(1. 3. 20a) 
RE = +D Ys tik) 一 一 下 ww， 
Tu = TH Ge tik) = tm; 
反共 思 : 
Cat) 二 二 1 十 认 Q1 十 启 ) = ui， 
(aaa)e 二 一 诗 昌 一 放 《1 十 说 ) 一 wii 
01. 3. 20b) 
Ca 一 一 于 G 十 刘 (Ga 一 记 ) 二 区 啼 ， 


(人 ao 一 和 (一 因 ) 一 io 
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复 共 斩 : 
(mu) = DO ih) 二 
(ma)， =—— 寺 0 +i i = mu, 
1 (1. 3. 20c) 
Cum)" =— Dtik) = am， 
Co)" = tik) Cs ti) = wm. 
它们 的 转 置 及 厄 米 共 恩 则 完全 相同 ,为 
(Wu)T = (uu)! = 二 Q 一座 一 语 )， 
(mu)T = (waza)t = 于 一 DG 一 记 )， 
(1.3.20d) 


CO A Ta = 次 Qi 三 浙 洲 


Ui — ik;). 


(Viv) = (viv2)! 


这 些 互相 共 配 的 二 级 双 四 元 数 有 一 些 重要 的 运算 性 质 , 下 面 列 出 常用 的 两 个 : 
Wu)! wu) = (vis) (vius) 
= (wv) (uv) = Viv) (Vv) = uu, 
(uu) Vu) = (Wa) (Wiva) = (uus)! viv) 


= (Viu) wu) = (Yu) vw) = (Vius)! (vv) 


有 


(Wiva)! (wu) = (Wiv) vu) = (wv2)! viv) 


= (Viiv) (wu) = (vv) Vu) = (viv)! uv) = 0. 


(1.3.21a) 
和 
(uuz) (ov) = Viv 
(Viu2) (wmvw) =— iv rd 
(uv2) (Vivs) 一 一 mazy 


Viv) Vv) 一 zzz 
三 、 高 级 四 元 数 
仿照 把 四 个 四 元 数组 合成 一 个 二 级 四 元 数 的 方法 ,还 可 以 把 四 个 二 级 四 元 数 


Qu ,Qi,Q: ,Q: 组 合成 一 个 数 
QT+Qa+Qj + Qk, (1. 3. 22) 
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称 为 三 级 四 元 数 . 其 中 记 ,j ,ks 是 三 级 单位 矢量 ,它们 的 运算 性 质 与 一 级 、 二 级 单 
位 矢量 完全 相同 . 

继续 这 一 过 程 ,能 够 构造 出 更 高 级 别 的 四 元 数 ,从 而 能 增强 四 元 数 的 运算 功 
能 ,进一步 拓 广 四 元 数 的 应 用 前 景 . 


8$ 1.4 四 元 数 的 矩阵 表示 


四 元 数 与 矩阵 有 着 紧密 的 关系 . 四 元 数 可 以 用 一 些 特殊 的 方 阵 来 表示 ,而 
那些 特殊 的 方 阵 也 可 以 用 四 元 数 来 表示 . 因此 可 以 说 四 元 数 只 不 过 是 一 些 特 
殊 和 矩阵 的 另 一 种 书写 方法 而 已 ,所 以 从 数学 运算 角度 来 说 ,四 元 数 观念 的 出 现 
并 没有 超越 矩阵 运算 的 观念 . 然而 ,四 元 数 因 其 写法 简洁 ,致使 其 因 式 分 解 时 
比较 方便 ,这 在 微观 粒子 波动 方程 的 建立 中 起 了 重要 的 作用 . 而 且 反 共 二 四 元 
数 的 定义 也 是 矩阵 代数 中 不 曾 有 过 的 ,使 得 在 粒子 物理 中 对 于 反 粒 子 有 了 数 
学 描述 的 手段 . 


一 、 一 级 四 元 数 与 2X2 矩阵 
把 四 元 数 的 四 个 基 1,i,j,k 分 别 用 四 个 2X2 和 矩阵 表示 成 


=-[ 小 =| -i :=-[ i i kt= | 间 (1.4.1) 
这 样 , 一 个 四 元 数 就 可 以 用 一 个 2X2 的 复 和 矩阵 表示 成 


ao 十 ia az 十 | 


A=a+ta=| (1.4.2) 


一 az 十 ia ao—ia 

对 于 四 元 数 ,a,(n 二 0,1,2,3) 都 是 实数 ,因此 它 就 等 价 于 由 两 个 复数 ao 十 ia 
和 as 十 ias 及 其 共 罗 复 数 we 一 ia 和 as 一 ia 构成 的 一 个 特殊 的 2X2 复 矩 阵 ， 

对 于 双 四 元 数 ,a,(z 一 0,1,2,3) 中 至 少 有 一 个 是 复 (或 纯 虚 ) 的 ,那么 它 就 等 价 
于 一 个 由 四 个 复数 构成 的 普遍 的 2X2 复 矩 阵 . 所 以 要 普遍 地 应 用 2X2 复 矩 阵 时 ， 
只 研究 四 元 数 是 不 够 的 ,必须 研究 双 四 元 数 . 双 四 元 数 (1. 4. 2) 的 各 种 共 思 的 表示 


和 矩阵 分 别 为 
四 元 共 思 : 
pt ys 加 ao 一 ial 一 az 一 ias , 
A=a—ai—aj—ak= ee “ej (1.4. 3a) 
反共 斩 : 


ad 十 iar az 十 ia 
|]; (1.4.3b) 


一 十 iay an 一 iai 


A‘=as taritaiita k= | 
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转 置 : 
十 ja， 一 az 十 i 
AT 一 ao 十 ai 一 azj 十 ask 一 bE a 到 | (1.4. 3c) 
Q2 TT 1a3 ao ~ lal 
复 共 固 : 
A’ 二 wy —aiitarj—ak= [ Be | (1.4.3d) 
一 az 一 iay ao +iar 
厄 米 共 恩 : 
4 ON (1.4.3e) 
a ias 十 这 
四 元 数 的 模 方 也 就 是 它 的 表示 和 矩阵 的 行列 式 , 即 
141 = detA. (1.4.4) 


上 述 讨论 表 明 ,四 元 数 的 转 置 就 是 它 的 表示 和 矩阵 的 转 置 矩 阵 ;四 元 数 的 复 共 赤 
就 是 它 的 表示 矩阵 的 复 共 思 阵 ;四 元 数 的 厄 米 共 和 就 是 它 的 表示 和 矩阵 的 厄 米 共 轰 
和 矩阵 . 而 四 元 数 的 四 元 共 思 则 与 它 的 表示 矩阵 的 逆 阵 有 关 , 即 


A = (detA)A™!. (1.4.5) 
至 于 两 个 特殊 的 双 四 元 数 4= 去 (1 一 认 和 v= 一 去 (j 十 光 ) ,以 及 它们 相应 的 
各 种 共 乞 的 表示 矩阵 分 别 是 


(1.4.6) 


用 (1.4.6) 式 去 验证 (1. 3. 8) 式 是 非常 明显 的 . 
二 、 二 级 双 四 元 数 与 4X4 和 矩 阵 


四 元 数 可 以 用 2X2 矩阵 表示 ((1. 4. 1) 式 ) ,类 似 地 ,二 级 四 元 数 可 以 用 4X4 
矩阵 表示 . 其 四 个 基 1,i,,j,,k, 表示 成 


I ol .| fil 0 . 0 了 0 i 
5 
0 vl: 0 il 一 0 il, 0 
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其 中 1 是 2X2 的 单位 矩阵 . 这 样 ,一 个 二 级 四 元 数 的 矩阵 表示 为 
Q= A+ Bi 十 Cjz + Dk 
A+iB C+iD: 
四 全 | 
ao —b +i(a 十 如) az—btilath) co—ditil+d) ce 一 由 十 ic 十 dao) 
— ath) tila 一 各) aoth—ila—b) 一 (ee 十 几 ) 十 ie 一 四) oo 十 四 一 io —do) 
一 (@ 十 由 ) 一 ic 一 由 ) — (etd) 一 ie 一峰 ) ao 十 和 十 ia 一 如) artht+ila—b)|. 
外 一 省 一 ie 十 由 ) 一 (ee 一 由 ) 十 ie 十 内) 一 (az 一生) 十 as 十 甸 ) ao 一 外 一 ia 十 加 ) 
(1.4.8) 


二 级 四 元 数 的 模 方 由 该 四 元 数 的 表示 矩阵 的 行列 式 来 定义 : 
laQll = detQ. (1.4.9) 
二 级 四 元 数 Q 的 各 种 共 轰 的 表示 矩 阵 不 再 一 一 列 出 . 下 面 仅 把 四 个 特殊 的 二 
级 双 四 元 数 及 其 复 共 示 和 反共 红 用 矩阵 表示 出 来 : 


[1 0 0 0] [0 0 0 0 
Uiuz = (uu)" = i ， (uu)' = i ; 
0 0 0 0 0 0 0 0 
LO0 0 0 0J I 吉 -0 二 
[0 0 0 0] [0 0 0 
._l1000 。 10 00 
ma = (Viu)" = 的 和 ， (maa) 一 er 
lo 0 0 0 Lo 0 0 
[0 0 0 0] r0 0 0 
Uv = (WuWv)" = ee ， (wv)" = 2 了 
1 0 0 0 0 0 
LO 0 0 0J LO0 0 0 
[0 0 0 0] 0 0 1 
mu = (Viv)" = i ， (wiv) = ee 。 
0 0 0 0 0 
[1 0 0 0J LO0 0 0 0 


(1.4.10) 
结合 (1. 3. 21b) 式 就 可 以 把 只 有 第 4 列 的 单列 矩阵 转换 到 只 有 第 1 列 的 单列 矩阵 ， 
这 在 粒子 的 状态 描述 中 是 有 用 的 . 


三 、 高 级 四 元 数 与 高 阶 方 阵 
三 级 四 元 数 可 以 用 8X8 阶 和 矩阵 来 表示 , 它 的 四 个 基 分 别 为 
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[ | 的 "] ;=[ 0 全 &=[ | 
ol so Si TL 0 ino 


11) 


其 中 工 是 4X4 单 位 矩阵 .这样 ,三 级 四 元 数 (1. 3. 22) 式 就 表示 成 了 
Q+iQ，Q: | 
QT+iQ QiQ 
它 的 各 种 共 罗 不 再 列 出 ,只 在 需要 应 用 的 地 方 再 讨论 . 
循 此 思路 ,更 高 级 别 的 四 元 数 则 可 与 更 高 阶 的 方 阵 相对 应 . 普遍 地 为 


了 一 0 i 0 
pl le el] 
0 了 一 0 一 io 一 


0 了 一 0 is 一 
大 二 [ ]， 可 [ ] 
一 了 0 ix: 0 


其 中 I"! 是 2”'X2"' 的 单位 矩阵 ,所 以 nn 级 四 元 数 与 2"X2" 阶 方 阵 相对 应 . 

四 元 数 和 它 的 表示 矩阵 之 间 是 一 一 对 应 的 关系 ,因此 它们 是 互 为 表示 . 四 元 数 
从 数 的 观念 上 来 说 是 实数 和 复数 后 的 一 个 新 的 层次 ,但 与 矩阵 代数 相 比 它 又 有 明 
显 的 不 足 : 仅 讨论 一 些 特殊 方 阵 之 间 的 运算 . 

不 过 四 元 数 的 运算 规则 实际 上 是 突出 了 矩阵 的 分 块 运算 法 则 ,有 利于 物理 规 
律 的 描述 .各 种 共 罗 四 元 数 , 尤 其 是 反共 配 的 定义 ,这 在 矩阵 数学 中 不 曾 有 过 ,或 者 
说 是 被 忽略 了 的 , 它 为 反 粒子 世界 的 规律 提供 了 数学 描述 的 手段 . 


QQ 二 QQ = [ (1.4.12) 


(1.4.13) 
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任何 一 个 事件 ,总 是 发 生 在 某 一 个 时 刻 ,发 生 在 某 一 个 地 点 ,这 是 人 所 共 知 的 
事情 . 然而 对 于 时 间 和 空间 本 身 的 正确 认识 ,人 们 却 经 历 了 一 个 漫长 的 过 程 . 

长 期 以 来 ,人 们 习以为常 的 信念 是 ,时 间 就 是 时 间 , 空 间 就 是 空间 ,他 们 根本 是 
两 个 不 同 的 概念 . 时 间 像 一 条 长 河 , 在 均匀 地 ,不 断 地 流 消 着 . 时 间 是 一 维 的 ,只 要 
取 定 了 一 个 起 始点 ,那么 过 去 、 现 在 和 未 来 ,任何 一 个 时 刻 都 可 以 定量 地 表示 出 来 
了 . 而 空间 是 三 维 的 ,需要 建立 一 个 三 维 的 空间 坐标 架 , 才 能 把 空间 中 任何 一 个 地 
点 的 位 置 定量 地 表示 出 来 . 

当 人 们 想 要 考察 一 个 物体 是 静 还 是 动 , 以 及 怎样 运动 的 情况 时 ,首先 意识 到 需 
要 取 定 一 个 参照 物 ( 称 为 参考 系 ) ,然后 将 该 物体 与 这 个 参照 物 固 连 在 一 起 ,建立 一 
个 三 维 的 空间 坐标 架 , 记 录 下 该 物体 的 空间 位 置 随 着 时 间 的 变化 情况 ,这 样 人 们 才 
得 以 知道 物体 的 运动 规律 . 可 是 这 个 人 们 借以 考察 物体 运动 情况 的 参照 物 又 该 怎 
样 来 选取 呢 ? 人们 在 力学 的 研究 中 发 现 ,存在 着 一 类 互相 做 匀速 直线 运动 的 参考 
系 ,在 这 类 参考 系 中 ,力学 规律 的 表述 形式 是 相同 的 ,并 不 因 参 考 系 的 改变 而 改变 . 
这 一 类 参考 系 称 为 惯性 参考 系 ,而 力学 定律 的 表述 形式 在 所 有 的 惯性 参考 系 中 都 
相同 ,这 个 规律 被 称 为 力学 的 相对 性 原理 . 力学 的 相对 性 原理 表明 ,物体 的 所 谓 静 
与 动 本 质 上 就 是 相对 的 ,总 是 相对 于 所 选择 的 参考 系 而 言 的 . 

然而 一 直到 19 世纪 末 , 人 们 仍然 有 着 这 样 一 个 牢固 的 观念 :物体 是 静 还 是 动 ， 
“客观 ”上 应 该 是 确定 了 的 . 这 一 观念 是 如 此 根深 蒂 固 ,以 至 于 对 静 或 动 是 相对 的 这 
种 看 法 难以 置信 ,对 于 认为 所 有 的 惯性 参考 系 的 地 位 平等 的 看 法 不 予 置信 . 

人 们 相信 ,在 所 有 的 惯性 参考 系 中 存在 着 一 个 特殊 的 参考 系 ,相对 于 这 个 参考 
系 , 应 该 可 以 绝对 地 判定 物体 究竟 是 静 还 是 动 , 这 个 特殊 的 惯性 参考 系 被 称 为 绝对 
静止 参考 系 . 

人 们 在 研究 电磁 现象 时 发 现 ,产生 电磁 场 场 源 的 大 小 是 与 电荷 的 运动 速度 有 
关 的 ,而 速度 则 显然 与 所 选择 的 参考 系 有 关 , 于 是 认为 电磁 规律 的 表述 形式 与 参考 
系 有 关 . 不 同 惯性 参考 系 的 地 位 并 不 平等 的 看 法 似乎 得 到 了 验证 ,而 已 经 总 结 出 来 
的 电磁 规律 的 形式 正好 是 相对 于 绝对 静止 参考 系 才 成 立 的 . 以 上 这 种 对 时 间 和 空 
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间 的 看 法 被 后 人 称 作 绝对 时 空 观 . 

在 绝对 时 空 观念 的 指导 下 ,可 以 推导 出 在 两 个 不 同 的 惯性 参考 系 之 间 时 空位 
置 之 间 的 变换 关系 . 

有 两 个 惯性 参考 系 S 和 S ,两 者 取 同 一 个 时 间 的 起 始点 , 且 各 自 取 一 个 坐标 
架 , 使 两 者 的 坐标 轴 互 相 平行 ,初始 时 刻 两 者 的 原点 互相 重合 . 相对 于 S 系 ,S' 系 以 
速度 u 运动 .由 于 时 间 和 空间 是 不 同 的 概念 ,时 间 的 进程 “显然 "就 和 空间 坐标 无 
关 ; 而 空间 坐标 在 不 同 的 参考 系 中 则 不 相同 ,其 间 的 关系 是 


1 
t 一 t， 


= ry—ut, (2.1.1) 
站 二 站。 
其 中 ,ry 和 分 别 表示 沿 着 u 的 方向 和 垂直 于 的 方向 的 空间 位 置 . 这 个 从 绝对 
时 空 观 所 导致 的 两 个 惯性 参考 系 之 间 的 坐标 变换 关系 称 为 伽利略 变换 - 
人 利 略 变换 的 性 质 是 ,在 不 同 的 惯性 参考 系 中 ,一 个 延续 性 的 事件 所 经 历 的 时 
间 是 相同 的 : 
dt = dt. (2. 1.2a) 
空间 两 个 点 之 间 的 距离 是 相同 的 : 
(z7 — zx) + (yy ) + Tz) 


= Vz — zx) ty — y) + —z)7. (2. 1. 2b) 
而 质点 的 速度 则 与 参考 系 有 关 , 为 
时 (2. 1. 2c) 
也 就 是 速度 的 平行 四 边 形 加 法 规则 . 


在 绝对 时 空 观 中 , 正 因为 时 间 和 空间 是 两 个 绝对 无 关 的 概念 ,因此 人 们 自然 地 
要 采用 两 种 度量 它们 的 单位 ,时 间 用 秒 ,而 空间 则 用 米 . 

在 绝对 时 空 观念 下 ,人 们 合乎 逻辑 地 希望 知道 人 类 赖 以 生存 的 地 球 相对 于 绝 
对 静止 参考 系 是 怎样 运动 的 , 借 此 希望 对 这 种 绝对 静止 参考 系 有 所 了 解 .为 了 测量 
地 球 相对 于 绝对 静止 参考 系 的 运动 ,迈克 尔 孙 精心 地 研制 了 一 种 光 的 干涉 仪 ,并 与 
莫 雷 一 道 创造 性 地 设计 了 一 个 能 够 精确 地 测量 地 球 相对 于 绝对 静止 参考 系 运 动情 
况 的 实验 . 然而 实验 测量 的 结果 却 大 大 出 乎 了 当时 人 们 的 预料 ,发现 地 球 相对 于 绝 
对 静止 参考 系 根本 不 存在 运动 (当然 是 在 一 定 的 精度 范围 内 ). 也 就 是 说 地 球 本 身 
就 是 一 个 绝对 静止 参考 系 . 这 个 结论 当然 不 能 为 人 们 所 接受 . 

面 对 着 迈克 尔 孙 -~ 莫 雷 实验 结果 这 个 客观 事实 ,人 们 一 时 有 些 入 德 , 有 些 迷惑 . 
“在 物理 学 晴朗 天 空 的 远 处 出 现 了 两 人 条 乌云 "( 注 :其 中 另 一 人 条 与 黑体 辐射 有 关 ) ,可 
能 是 大 自然 对 人 们 的 “捉弄 ”. 然而 人 类 有 着 无 穷 无 尽 的 认识 能 力 和 创造 性 ,迈克 尔 
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孙 - 莫 雷 实验 的 结果 迫使 人 们 来 检讨 自己 对 时 间 和 空间 的 传统 看 法 是 否 正确 . 

人 们 不 得 不 反思 两 个 问题 :(1) 在 所 有 惯性 参考 系 中 ,为 什么 “绝对 静止 参考 
系 " 有 着 独特 的 地 位 ? 这 种 独特 的 地 位 究竟 是 一 种 客观 存在 ,还 是 人 们 想当然 地 赋 
了 予 的 ? (2) 时 间 和 空间 两 者 绝对 无 关 , 这 是 客观 事实 ,或 者 只 不 过 是 人 们 主观 上 的 
一 种 看 法 ? 

是 爱 因 斯 坦 挣脱 了 时 空 方面 传统 观念 的 束缚 ,提出 了 时 间 和 空间 的 全 新 观 
念 .首先 , 爱 因 斯 坦 从 根本 上 彻底 否定 了 有 绝对 静止 参考 系 的 存在 ,认为 所 有 的 
惯性 参考 系 的 地 位 完全 平等 . 否定 物体 的 动 和 静 有 绝对 意义 ,认为 静 和 动 本 身 就 
是 相对 于 某 个 参考 系 而 言 的 ,并 认为 相对 性 原理 不 仅 存在 于 力学 之 中 ,而 且 存在 
于 所 有 的 物理 学 规律 之 中 . 以 上 观念 被 称 作 普 遍 的 相对 性 原理 或 爱 因 斯 坦 相 对 
性 原理 ;其 次 ,他 又 提出 了 真空 中 光 的 速度 相对 于 一 切 惯性 参考 系 都 是 相同 的 观 
念 , 称 作 光 速 不 变 原理 . 正 是 根据 这 两 条 基本 原理 , 爱 因 斯 坦 创 造 了 举世 闻名 的 
狭义 相对 论 . 

狭义 相对 论 的 时 空 观念 是 人 们 在 认识 客观 世界 历程 中 的 一 次 质 的 飞跃 , 近 百 
年 来 除了 量子 观念 的 诞生 以 外 ,人 类 认识 上 的 其 他 发 现 还 很 少 能 与 之 相 比 拟 . 时 至 
今日 ,狭义 相对 论 的 正确 性 已 毋庸 獒 述 . 相对 不 同 的 惯性 参考 系 ,真空 中 的 光速 不 
变 也 是 不 争 的 事实 . 然而 光速 不 变 原理 不 仅 为 当时 人 们 旧 的 思想 观念 所 排斥 ,而 且 
至 今 仍然 为 大 多 数 人 们 的 日 常生 活 经 验 所 难 容 . 人 们 总 有 疑问 , 光 只 是 一 种 具体 物 
质 , 为 什么 它 的 速度 对 不 同 惯性 参考 系 会 不 变 ? 为 什么 光 的 速度 会 成 为 一 切 物质 
可 能 达到 的 速度 的 极限 ? 

本 文 在 叙述 狭义 相对 论 的 基本 内 容 时 ,改变 了 基本 原理 的 提 法 ,直接 从 对 时 空 
的 新 观念 上 入 手 . 

两 条 基本 原理 : 

普遍 相对 性 原理 :一 切 自然 定律 的 表述 形式 在 所 有 的 惯性 参考 系 中 均 是 相同 
的 ,不 因 参 考 系 的 不 同 而 不 同 . 

时 间 同 质 原理 :时 间 和 空间 的 本 质 是 相同 的 ,它们 共同 构成 了 一 个 四 维 空间 . 
取 时 间 为 虚 轴 ,空间 为 实 轴 , 称 为 闵可夫 斯 基 空 间 , 简 称 时 空 . 

时 空间 质 原理 包含 着 以 下 内 容 :(1) 时 间 和 空间 既然 只 是 同一 个 时 空中 的 不 
同 分 量 ,那么 当 变更 时 空中 的 四 上 坐标 系 时 , 像 空 间 的 三 个 分 量 可 能 发 生 转 换 一 样 ， 
时 间 分 量 与 空间 分 量 也 可 能 发 生 转 换 . 这 样 , 爱 因 斯 坦 就 彻底 否定 了 时 间 和 空间 绝 
对 无 关 的 观念 . (2) 时 间 和 空间 既然 只 是 同一 个 时 空中 的 不 同 分 量 ,那么 度量 时 间 
和 空间 的 单位 理应 相同 . 由 于 人 们 认识 上 的 原因 ,历史 上 已 把 时 间 和 空间 取 成 了 不 
同 的 单位 ,这 样 在 两 个 不 同 单位 秒 和 米 之 间 必 定 存在 着 一 个 转换 常数 . 称 这 个 转换 
常数 为 时 空当 量 , 用 字符 c 表示 ,其 具体 数值 则 要 由 实验 来 测定 . (3) 在 无 引力 场 的 
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情况 下 ,四维 的 时 空 是 欧 几 里 得 的 . 
在 时 空中 建立 一 个 四 维 坐标 系 S, 时 空中 一 个 点 的 四 位 置 可 以 用 一 个 双 四 元 
数 来 表示 : 


R= ict+r. (2.1.3) 
时 空 点 的 四 位 移 为 
R;—R, =ic(ts —t)+r—n. (2.1.4) 
四 位 移 模 方 之 负 值 的 平方 根 称 为 位 移 前 后 两 时 空 点 之 间 的 间隔 : 
AS = VR —RT= Ve nn) (rn). (2.1.5a) 
于 是 微 间隔 为 
dS = Vode — (dr)’. (2.1.5b) 


时 空 的 一 个 重要 性 质 是 :两 个 时 空 点 之 间 的 间隔 在 不 同 的 四 坐标 系 中 是 相同 
的 , 即 
AS' = AS， 


1 1 / 1 (2.1.6) 
n= == (=) 


32.2 坐标 变换 
当时 空中 的 四 坐标 系 变更 时 ,时 空中 给 定位 置 (也 称 时 空 点 或 世界 点 ) 的 坐标 
将 随 之 发 生变 更 . 四 坐标 系 的 变换 可 分 为 两 大 类 : 


第 一 类 ,坐标 系 的 平 动 : 
新 的 四 坐标 系 S' 是 由 原 四 坐标 系 S 平移 了 


R, = icto + ro (2.2.1) 
以 后 所 成 ,那么 给 定时 空 点 ,在 新 旧 坐 标 系 中 的 四 位 置 R' 和 R 之 间 的 关系 为 
R’=R—R,. (2.2.2a) 
即时 空 分 量 分 别 为 
{=t—t, 
(2. 2. 2b) 


大 ns 
第 二 类 ,坐标 系 的 转动 : 
新 的 四 坐标 系 S' 是 由 原 四 坐标 系 S 绕 通过 S 的 时 空 坐标 原点 的 某 空间 方向 
为 轴 转 动 而 成 . 那么 ,给 定时 空 点 在 新 和 旧 坐 标 系 中 的 四 位 置 R 和 尺 之 间 的 关系 
一 般 地 为 
R' 一 MIRM. (2. 2. 3a) 
其 中 M 称 为 坐标 变换 四 元 数 . 设 它 为 
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[M= mome, 
Ms (2.2.4a) 
其 中 ,e 是 转动 轴 的 单位 矢量 ,将 (2. 2. 3a) 式 展开 得 
ic +r’= (ms 一 ma" e)(ict 十 r)(mo 十 me) 
= (mo —m’e)(ictmo 一 mr。e 十 ictzme 十 mor 十 mar Xe) 
一 ictmo mo —mo 72r。e 十 ictm 7 十 7 mor*e 
+ ictmo? me + ms mor + me mr Xe—ictm" moe 
+m’m(r*e)e—m’'meXr—m’'meX (rxXe) 
= it(mo mo 十 7 m)+ (mmo — mmo )r。e 
+ [ictms m— mom’ ) 十 (md mo +m’ m)r. eje 
+ mo mo —m’ m)[r— (re eelt (mo mt mom’ )rXe. 
得 到 坐标 变换 的 分 量 形式 
(7 = (ms mo 十 mr" m)t+ 二 (一 mm )r，e， 
天 。e 一 (mg mao 十 zz)r。e 十 ic(mdy m— mom’ )t, 


P。el 一 (mi mao —m’ 7)r。el 十 (mg m+mom’ )r。(eXe:)， 


(2.2. 3b) 
其 中 ,e+ 是 与 e 正 交 的 单位 矢量 . 上 式 表 明 , 当 四 坐标 系 变更 时 ,给 定时 空 点 在 新 旧 
坐标 系 中 的 时 间 坐 标 和 沿 转轴 e 方向 的 空间 分 量 之 间 可 能 发 生 转 化 . 
当 四 坐标 系 变更 时 ,两 空间 点 之 间 的 间隔 是 不 变 的 ， 
lAR’'I|=1M' I |ARI I MI = aRI. 


因此 
II lMl=1. (2. 2.4b) 
即 
(me? +m’ m+m) = (mo mo 十 到 "72) mo m— mom” )? 
= (mm —m’m) tm m+i+mm’) = 1. (2.2.4c) 
用 两 个 实数 分 别 记 作 
Y=m m+mm>0, 
a (2.2.5) 
由 (2. 2. 4c) 式 知 


(mm—mom’)=1—7. 
上 式 左 端 是 两 共 轿 复数 之 差 的 平方 ,所 以 小 于 等 于 0, 故 
Fl. (2.2.6) 
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同时 (2. 2. 4c) 式 也 表明 
A (2.2.7) 
从 (2. 2. 5) 式 解 得 
jr 
| 
可 写成 
加 - 2 ea ， 
4 /党 ea 
所 以 当 四 坐标 系 绕 空间 e 轴 原 点 转动 时 的 坐标 变换 四 元 数 可 一 般 地 写成 
M 一 ( 2 十 es 2e)e” ， 
(2.2.8) 
pr 
cos6 = Fx 
而 时 空 点 坐标 变换 的 分 量 形式 (2. 2. 3b) 式 成 为 
中 一 以 一 eet 
diree=yr.e— VF—Te, (2.2.9) 
De “ei+ VI—X r. (eXe,). 
它 由 两 个 基本 的 变换 构成 : 
(1) 6 二 0( 取 6,=0): 
由 (2.2.8) 式 知 ,Y==1, 并 改 记 4==cosg, 这 时 坐标 变换 四 元 数 为 
M= cos 呈 学 sing e, 
(2.2.10) 
Mr 一 cos 芭 = sin 允 e. 
时 空 点 的 坐标 变换 则 为 
(2.2.11) 


t=t, 
re=re*e, 
rel=cospr*eltsingr* (eXe,). 


这 就 是 原来 三 维 空间 的 坐标 架 绕 着 e 轴 旋 转 了 p 角 , 形 成 了 新 的 三 维 空间 坐标 架 
后 ,时 空 点 在 新 旧 两 个 坐标 架 中 坐标 的 变换 关系 . 时 间 分 量 和 e 方 向 的 空间 分 量 保 
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持 不 变 , 而 与 e 垂直 的 空间 的 两 个 分 量 之 间 发 生 了 变化 . 

在 刚体 力学 中 ,研究 刚体 转动 时 经 常 要 建立 两 个 三 维 空间 坐标 架 , 一 个 在 惯性 
参考 系 中 , 常 称 不 动 系 , 另 一 个 与 刚体 固 连 , 常 称 
动 系 . 两 个 坐标 架 之 间 的 关系 则 用 三 个 欧 拉 角 
(9p,6, 力 来 表示 ,如 图 2. 1 所 示 . 即 Oz' 轴 与 Oz 轴 
的 夹 角 为 9, Oz 轴 在 Ory 平面 上 的 投影 Ox 与 
Oz 轴 的 夹 角 为 p,Oy 轴 与 Ory 和 Ox'y' 两 平面 
的 交 线 Oy: 之 间 的 夹 角 为 少 

从 坐标 架 Oryz 到 坐标 架 Or' yz“ ,可 以 通 
过 相继 的 三 个 转动 来 完成 :Oryz 绕 Oz 轴 旋 转 p 
角 成 Orymzi Oryz 绕 Oyw 轴 转 0, 角 成 

图 2.1 Or yz ;Orz yz 绕 Oz 轴 旋 转 yy 角 成 Oz'y z 
这 样 从 坐标 架 Oryz 到 坐标 架 Oz'y'z 的 坐标 变换 四 元 数 为 
M= 人 (cos 用 二 sin 叶 大) (eos 十 sin 人 7 (cos 业 2 sing k) 


一 ecos 人 cosg 2 十 sin 人 sin 和 2 


十 sin 了 cos 几 一 2 1/ 十 cos 和 sin 业 于 2 


和 2 pg (2. 2. 12) 
Mr 一 (cos 生 去 sin 爷 大) 人 (cos 人 二 singj ) (cos 多 = Sin 区 «) 


三 :os 上 os 十 2 sind end = 
COS 2 cos 2 sin 2 sin 2 


i 
sin7cos 7 7 一 cos7sin 7 k. 


从 不 动 系 Oxyz 到 动 系 Ozx'y'z' ,坐标 的 变换 则 为 
ict’ 十 六 一 Mi'(ict + M. 
若 要 继续 讨论 刚体 的 运动 学 和 动力 学 问题 , 则 由 于 刚体 这 个 物理 模型 一 一 任 
意 两 个 质 元 之 间距 离 在 运动 过 程 中 保持 不 变 与 狭义 相对 论 的 时 空 观念 相悖 ,因而 
四 元 数 的 算法 并 不 合用 . 除非 把 由 四 元 数 表 示 的 物理 量 作 非 相 对 论 近似 ,不 过 这 样 
四 元 数 算法 的 特点 也 将 丧失 殖 尽 ,所 以 我 们 不 再 继续 讨论 刚体 的 问题 . 
(2) 8 一 子 ( 取 六 一 0)， 


由 (2. 2.8) 式 知 一 1, 这 样 坐标 变换 四 元 数 为 


M=M -+i (2.2.13) 
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时 空 点 的 坐标 变换 则 为 


ER 风 讽 (2. 2. 14) 
[a 
在 这 种 四 坐标 系 的 旋转 中 ,与 旋转 轴 e 垂直 的 两 个 空间 分 量 旋转 前 后 保持 不 
变 , 沿 着 旋转 轴 e 的 空间 分 量 与 时 间 分 量 之 间 则 发 生 了 转化 . 
在 新 四 坐标 系 中 地 点 六 固定 的 所 有 时 空 点 , 因 
dr .e) 一 dGr .el)=0. 


有 
de 1 一 志 一 cb， 
(2. 2.15) 
dCr。e 二 让 
\ dt 
其 中 
B= 1 去 <1 (2.2.16) 


所 以 产 固定 的 所 有 时 空 点 相对 于 原 四 坐标 系 中 的 三 维 空间 坐标 架 Ozyz 以 速度 
二 cB 沿 着 e 轴 方 向 运动 . 表明 新 旧 两 个 三 维 空间 坐标 架 就 是 沿 e 方向 \ 相 对 速度 
为 u 的 两 个 惯性 参考 系 , 坐 标 变 换 (2. 2. 14) 式 就 是 两 个 惯性 参考 系 之 间 的 变换 , 称 
为 洛 伦 兹 变换 . 

(2.2.16) 式 明确 地 指出 ,惯性 系 之 间 的 变换 只 能 在 两 个 相对 速度 二 cB 二 < 的 
惯性 参考 系 之 间 进行 . 如 果 两 个 惯性 参考 系 之 间 的 相对 速度 大 于 时 空当 量 c, 那 么 
所 谓 的 洛 伦 兹 变换 是 没有 意义 的 . 这 一 结论 在 用 光速 不 变 原理 作为 狭义 相对 论 的 
理论 基础 时 是 难于 阐明 的 . 

由 坐标 变换 (2. 2. 14) 式 可 以 导出 速度 在 两 个 惯性 参考 系 之 间 的 变换 关系 : 


dCr。e) 
让 d(r’» e) dt $ _ WwW—u 
" dt 1 B dr:e) 1 wy 
c dt , 
,_ dlr .el) d(r.e,) vL 
We en mg ny " (2.2.17) 
亚 Badr.e) wy 
|! c dt J 7(! e ) 
一 


MD 
(一 竺 ) 
: 
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有 
[>cec， 当 v>c 时 ， 
v=c， 当 v=c 时 ， (2.2.18a) 
VvV < 和 c 当 u 一 < 时 . 

反之 


vv 一 c， 当 v =c 时 ， (2.2. 18b) 
v<c， 当 v 过 c 时 . 
所 以 时 空当 量 c 是 一 个 速度 不 可 逾越 的 界限 ,速度 大 于 ,等 于 或 小 于 时 空当 量 c 的 
情形 是 不 可 能 通过 惯性 系 之 间 的 变换 而 改变 的 . 


上 > 


$2.3 迈克尔 孙 - 莫 雷 实 验 
迈克 尔 孙 - 莫 雷 实验 的 原理 图 示 于 图 2. 2. 


图 2.2 


干涉 仪 以 涂 银 的 半 透 半 反 射 镜 O 为 中 心 有 四 条 臂 :光源 5、 反光 镜 A 和 B, 以 
及 观察 镜 C. 四 臂 互相 垂直 ,水 平 放置 , 且 调 整 至 OA 一 OB 一 /. 仪器 置 于 地 球 S' 系 
上 随地 球 的 公转 沿 OA 方向 ( 记 为 e) 以 速度 w 相对 于 太空 中 的 某 惯性 参考 系 S 运 
动 . 从 光源 S 发 出 的 光线 SO 被 O 镜 分 成 OA 和 OB 两 束 ,分 别 被 反光 镜 A 和 B 反 
射 回 至 O 镜 ,汇合 成 光速 OC ,在 观察 镜 C 处 观察 干涉 图 样 ,干涉 图 样 取决 于 汇合 
前 两 光束 OAO 和 OBO 的 光 程 差 . 


一 、 绝 对 时 空 观 对 实验 结果 的 预期 


在 经 典 的 绝对 时 空 观 下 ,假设 了 一 种 特殊 的 介质 , 称 为 “以 太 ”. 参考 系 的 概念 
是 相对 于 以 太 定义 的 . 我们 认为 的 光波 在 真空 中 的 传播 ,就 是 在 以 太 中 的 传播 . 在 
这 种 时 空 观 下 ,我 们 分 析 迈 克 尔 孙 - 莫 雷 实 验 . 取 太空 中 的 绝对 静止 参考 系 为 S 系 ， 
在 绝对 静止 参考 系 中 光线 沿 着 各 个 方向 传播 的 速度 " 是 相同 的 . 实验 室 系 S 与 S 
系 间 的 坐标 变换 为 伽利略 变换 
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[站 
| (2.324 
rel=reel. 
速度 变换 式 为 
人 (2.3.2) 
VI=v. 
在 绝对 静止 参考 系 S 中 , 因 干 涉 仪 沿 方向 以 速度 运动 ,所 以 光路 OAO 和 
OBO 实际 为 OA'O' 和 0OB'O'( 如 图 2. 3 所 示 ). 


图 2.3 
光 从 O 〇 到 A’ 用 时 设 为 , 则 有 va 二! 十 wt; 光 从 A' 返 回 至 O' 用 时 设 为 1, 则 
有 us 一 一 xz. 所 以 光路 OA'O' 的 光 程 为 
了 


va 二 tb = (Fi+ )=2 ve 


vu vTu vo—u. 
光 从 O 〇 到 B' 用 时 设 为 t3, 则 有 (vs)? 一 (uts)? 二 8; 光 从 B' 返 回 至 O' 用 时 设 为 4， 
则 有 (va)? 一 Cut4)?==8. 所 以 光路 OB'O' 的 光 程 为 


也 


vt +4) = 24 
和 
两 束 光 OA'O' 和 OB'O' 的 光 程 关 
(08'0) — (0A'0) = 2 Bz) 
= 


在 实验 室 系 S' 中 来 分 析 , 光 路 OA 眉 中 的 光速 为 一 ay 一 =v 一 u, 光 到 达 A 
镜 用 时 二 ;光路 AO 段 中 的 光速 为 凡 二 v 十 二 v 十 w, 光 从 A 镜 返 至 O 用 时 


/ 
vtu 


所 以 光路 OAO 的 光 程 为 


py 有 
(0Q40) = v (Fi tos) LF 


光路 OB 段 中 的 光速 vi 二 vj 一 VY 一 码 ,而 vy 一 wu 二 vy 二 0, 于 是 光 从 O 至 B 用 


Ll L y L 
时 坟 = 一 一 一 , 光 从 B 返 至 O 用 时 7 ,所 以 3 为 
扩 一 -二 , 光 从 日 返 至 0 用 时 亦 为 -二 专 , 所 以 光路 0BO 的 光 各 
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(OBO) = 2 


两 束 光 OAO 和 OBO 的 光 程 差 亦 为 
(0BO) 一 (O4O) = 2( 3 
在 S 系 和 S' 系 中 两 束 光 的 光 程 差 是 相同 的 . 
实验 时 ,以 O 镜 与 地 心 的 连 线 为 轴 把 仪器 旋转 90" ,使 B 镜 转 至 A 镜 处 ,旋转 
后 的 两 束 光 的 光 程 差 变 为 


(0BO) — (OAO) =-2( 


v 2) 


旋转 前 后 两 种 情况 下 ,两 束 光 的 光 程 差 变化 了 4 A "因此 干涉 条 


也 


纹 也 将 移动 入 -二 一 玉生 ) 个 条 纹 则 中 ， 用 地 球 公转 速率 (3X 10' m/s) 来 
估计 w,u<v, 因 此 


全 (一 )~ 至 
Mo ve) va 

实验 仪器 用 多 次 反射 技术 加 大 臂 长 ,使 /11 m, 光 源 取 钠 黄 光 4 一 5893A， 
可 得 


2 
.4 


干涉 条 纹 在 仪器 旋转 前 后 预期 将 移动 0. 4 个 条 纹 间距 . 但 是 实际 的 观察 结果 比 预 
期 值 的 1/20 还 小 . 考虑 到 不 可 避免 的 实验 误差 ,迈克 尔 孙 - 莫 雷 实验 的 结果 是 干涉 
条 纹 的 零 移动 . 


二 、 狭 义 相对 论 对 实验 结果 的 阐释 


用 狭义 相对 论 来 分 析 问题 时 ,太空 中 的 S 系 是 任何 一 个 惯性 系 ,实验 室 系 S' 
是 另 一 个 惯性 系 . S' 系 与 S 系 之 间 的 坐标 变换 为 
和 二 7 人 (一 总 r °)， 
re=7y(r.e—ut), C233 


, 
mr。el 一 rel. 


逆 变 换 为 
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t= zy 人 + 中 ， 


ree=7y(r .e 十 zt)， 


(2. 3. 3b) 
rel 一 rel. 
S' 系 与 S 系 之 间 的 速度 变换 为 


(2. 3. 4a) 
让 末 
逆 变 换 为 


Wt+u 
/Dre pt 


; 
1+ 
< 


ll 


v 


+ 加 ) 
在 实验 室 系 S 中 的 考察 : 


(2. 3. 4b) 


果 是 必然 的 . 


光束 从 O 〇 到 A, 由 A 返 至 0; 从 0O 到 B, 由 B 返 至 0 的 速度 是 相同 的 , 设 为 v， 
光 程 差 ,所 以 旋转 前 后 干涉 条 纹 当 然 不 发 生 移动 ,迈克 尔 孙 - 莫 雷 实验 的 零 移动 结 


用 时 都 是 轧 . 因此 两 路 光 OAO 和 OBO 没有 光 程 差 . 仪器 旋转 90° 后 两 路 光 也 没有 
在 另 一 个 惯性 系 S 中 来 考察 : 


当 光 从 O 到 达 A 时 ,在 S' 系 中 用 时 思 , 由 (2. 3. 3b) 式 知 在 S 系 中 用 时 
光 ( 立 十 总). 这 时 A 镜 的 地 点 则 在 Xt (1 十 郑 ) 处 


当 光 从 A 返 至 O 时 ,在 S' 系 中 的 时 刻 为 并 ,由 (2. 3. 4b) 式 知 光 在 S 系 中 的 束 
率 为 一 
1 一 二 
c 


-这 时 O 镜 已 位 于 yu 名 处 ,因此 光 从 A 返回 至 O 用 时 
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所 以 光 从 O 到 A 再 返 至 O 共用 时 
x 次 
当 光 从 O 到 达 妃 时 , 因 在 S' 系 中 用 时 姓 , 由 (2. 3. 3b) 知 这 时 的 B 镜 在 S 系 中 
的 地 点 为 r， eyL 故 ,rel 一 人 由 (2. 3.4b) 式 ,在 S 系 中 的 光速 为 wy 一 u,v 一 


邯 ,所 以 用 时 为 


光 从 昌 返 回 O 用 时 亦 为 只. 所 以 光 从 O 到 B 再 返 至 O 共用 时 2 区 .两 路 光 亦 没 


有 光 程 差 , 仪 器 旋转 前 后 干涉 条 纹 不 会 发 生 移动 ,实验 结果 的 零 移动 也 是 必然 的 ， 

迈克 尔 孙 - 莫 雷 实验 的 结果 是 对 经 典 的 绝对 时 空 观 的 一 个 打击 ,但 却 是 和 狭义 
相对 论 时 空 观 相 自治 . 现在 普遍 认为 迈克 尔 孙 - 莫 雷 实验 对 狭义 相对 论 的 产生 起 了 
重要 的 推动 作用 . 


三 、 光 速 不 变 的 性 质 与 实验 结果 的 关系 
表 2.1 列 出 了 以 狭义 相对 论 阐 释 迈 克 尔 孙 - 莫 雷 实验 中 光 在 各 光路 段 上 的 


如 果 S' 系 中 的 光束 即 是 时 空当 量 v 二 c, 那 么 在 两 个 惯性 系 S 和 5S’ 中 各 路 段 
上 的 光速 也 均 是 时 空当 量 c, 即 光速 在 不 同 的 惯性 系 中 有 不 变 的 性 质 ,必然 导致 实 
验 零 移动 的 结果 . 

然而 如 果 在 实验 室 系 S' 系 中 的 光速 v' 虽 各 向 同性 ,但 与 时 空当 量 c 并 不 相同 ， 
即 v' 隆 c, 那 么 表 2.1 指出 了 在 另 一 个 惯性 参考 系 中 各 光路 段 上 的 光速 并 不 相同 ， 
而 且 在 两 个 惯性 参考 系 中 的 光速 也 不 相同 . 不 过 通过 前 面 的 分 析 也 已 得 到 了 干涉 
条 纹 的 零 移动 结果 . 
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由 此 得 出 结论 :光速 在 不 同 的 惯性 参考 系 中 保持 不 变 ,总 是 时 空当 量 ,仅仅 是 
实验 中 干涉 条 纹 零 移动 的 充分 条 件 , 并 非 是 必要 条 件 . 也 即 是 说 , 若 光速 恰好 是 时 
空当 量 c, 则 实验 中 的 干涉 条 纹 必 是 零 移动 ;反之 , 若 实 验 结果 中 的 干涉 条 纹 是 零 移 
动 ,那么 光速 却 不 一 定 正好 就 是 时 空当 量 c, 在 不 同 的 惯性 参考 系 中 , 光 的 速度 也 不 
一 定 保持 不 变 . 

现在 人 们 可 以 假想 ,如 果 当 初 迈 克 尔 孙 - 莫 雷 在 实验 时 是 把 仪器 浸没 在 折射 率 
较 大 的 透明 介质 中 进行 的 ,或 者 虽 在 空气 中 进行 ,但 空气 的 折射 率 并 不 如 此 地 接近 
于 1, 那么 实验 的 结果 仍然 会 是 干涉 条 纹 的 零 移动 . 果真 如 此 的 话 , 不 知道 光速 不 
变 原理 的 发 现 是 否 会 受到 影响 . 
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狭义 相对 论 对 时 间 和 空间 最 根本 的 观念 是 :(1) 所 有 的 惯性 参考 系 的 地 位 是 
平等 的 ,不 存在 任何 一 个 惯性 系 有 特殊 的 地 位 ;(2) 时 间 和 空间 的 本 质 是 相同 的 ， 
时 间 和 空间 一 道 构成 一 个 四 维 空间 . 当时 间 和 空间 分 别 取 成 虚 轴 和 实 轴 时 , 称 为 闵 
可 夫 斯 基 空 间 , 简 称 时 空 . 

在 时 空中 建立 两 个 原点 互相 重合 的 四 坐标 系 S 和 S ,同一 个 时 空 点 在 两 个 坐 
标 系 中 的 坐标 之 间 的 变换 关系 已 于 $ 2. 2 中 进行 了 讨论 ,其 中 (2. 2. 14) 式 称 为 洛 
伦 效 变换 ,其 物理 意义 是 S 和 S' 系 中 两 个 三 维 的 空间 坐标 架 沿 着 空间 e 方向 以 速 
率 u 相对 做 匀速 直线 运动 的 两 个 惯性 参考 系 之 间 的 变换 . 其 中 的 是 时 空当 量 , 除 
了 已 知 它 是 一 个 与 坐标 系 S 和 S' 无 关 的 常数 以 外 ,其 具体 数值 还 有 待 到 研究 电磁 
规律 时 才能 设法 测定 . 

洛 伦 兹 变换 中 包含 了 一 些 狭 义 相 对 论 具体 的 时 空 理论 . 

一 、 同 时 的 相对 性 

时 空中 的 两 个 时 空 点 R 和 R, ,在 不 同 的 坐标 系 S 和 S' 中 的 时 差 是 不 同 的 . 

由 洛 伦 效 变换 知 

HY) 7 ne. (2.4.1) 
如 果 在 S 系 中 同时 (ti 二), 但 地 点 不 同 (r; 关 r1), 那 么 在 S' 系 中 就 不 同时 
(&& 关 机 ) ;如 果 在 S' 系 中 同时 (性 一 如) ,那么 在 S 系 中 就 不 同时 (1, 关 44). 两 个 事件 


是 否 同时 是 与 所 选择 的 惯性 参考 系 有 关 的 ,同时 与 否 是 相对 的 . 这 一 理论 与 绝对 时 
空 观 有 着 根本 的 区 别 , 也 与 大 多 数 人 们 头脑 中 日 常 形成 的 传统 观念 大 相 径 庭 . 
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二 、 爱 因 斯 坦 膨胀 


考察 S 系 中 同一 地 点 rz 一 六 发 生 的 某 个 事件 所 经 历 的 时 间 ,在 S 系 中 若 历时 

如 一 二 0, 由 (2.4.1) 式 知 在 S' 系 中 则 历时 
t=) 之 所 一 三 (2.4.2) 

注意 到 这 一 事件 在 持续 的 过 程 中 , 它 在 S 系 中 的 地 点 未 变 ,而 在 S' 系 中 的 地 点 是 
变化 着 的 ,这 就 表明 ,事件 在 其 中 不 动 的 惯性 参考 系 中 所 经 历 的 时 间 总 是 小 于 该 事 
件 在 其 中 运动 的 惯性 参考 系 中 所 经 历 的 时 间 . 事件 在 其 中 不 动 的 参考 系 中 所 经 历 
的 时 间 称 为 原 时 . 

某 惯性 参考 系 中 的 时 间 是 由 与 该 参考 系 中 固 连 在 一 起 的 时 钟 测量 的 ,对 于 事 
件 在 其 中 不 动 的 参考 系 ,就 可 以 由 一 个 与 事件 固 连 着 的 时 钟 测 出 事件 始末 的 两 个 
时 刻 . 对 于 事件 在 其 中 运动 的 参考 系 ,就 需要 两 个 与 该 参考 系 固定 , 且 校 准 了 的 时 
钟 ,一 个 放 在 事件 的 始 端 , 另 一 个 放 在 事件 的 末端 ,分 别 测 出 事件 始末 的 两 个 时 刻 . 

对 于 上 述 事件 ,S' 系 中 的 时 钟 相对 S“ 系 不 动 , 测 出 的 时 间 ( 如 一 上) 长 ,S 系 中 的 
时 钟 相对 于 S“ 系 在 以 速度 x 运动 , 测 出 的 时 间 短 ,因此 运动 的 时 钟 走 慢 了 ,或 者 说 
成 运动 的 时 钟 每 一 个 单位 时 间 内 的 含 时 量 增加 了 , 称 为 爱 因 斯 坦 膨胀 . 


三 、 同 地 的 相对 性 


时 空中 的 两 个 时 空 点 R, 和 R ,在 不 同 的 坐标 系 S 和 S' 系 中 的 地 点 的 差 是 不 
同 的 . 由 洛 伦 兹 变换 知 
(ri —r) .ee= yr —r) .eyult—1), 
a 人 
考察 在 S 系 中 不 同时 刻 (t, 关 4) 发 生 的 两 件 事 . 如 果 在 S 系 中 两 件 事 在 同一 地 点 
(r: 二 ni) 发 生 , 那 么 在 S' 中 就 不 是 发 生 在 同一 地 点 (ri 闫 ri). 反之 ,如 果 两 件 事 在 
S' 系 中 发 生 于 同一 地 点 (rs 二 rt ) ,那么 在 S 系 中 就 不 是 发 生 在 同一 地 点 (rs 关 n). 
所 以 地 点 是 否 相同 的 观念 也 是 相对 的 ,这 一 观念 与 绝对 时 空 观 的 结论 相符 ,也 与 人 
们 日 常 的 生活 经 验 相符 . 


四 、 洛 伦 兹 收缩 


考察 某 物体 的 大 小 , 它 静 止 于 S' 系 中 . (2. 4. 3) 式 表明 ,在 与 两 参考 系 相对 运动 
方向 e 垂直 的 方向 e; 上 ,物体 在 两 参考 系 中 的 大 小 是 相同 的 . 沿 着 运动 方向 e, 物 
体 在 S' 系 中 的 大 小 为 (7 一 rt )*e, 在 S 系 中 的 大 小 则 为 (rm 一 疡 )。e. 不 过 应 注意 
到 ,在 S' 系 中 因 物 体 静 止 , 它 始末 两 端的 位 置 可 以 在 不 同 的 时 刻 (t 关 志 ) 测 量 ;而 
在 S 系 中 因 物体 在 运动 ,所 以 必须 同时 (zt, 二 4 ) 来 测量 它 两 端的 位 置 . 这 样 由 
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(2.4. 3) 式 得 到 

(ri—r) ee= yr —n).e> (rn—r).e. (2.4.4) 
此 式 表明 ,物体 运动 时 沿 着 运动 方向 的 大 小 比 其 静止 时 的 大 小 缩短 了 . 这 一 现象 称 
为 洛 伦 兹 收缩 ,而 物体 静止 时 的 长 度 称 为 原 长 (或 称 固有 长 度 ). 


五 、 时 序 


考察 发 生 两 个 事件 的 时 间 顺 序 . 
在 S 系 中 考察 ,假定 事件 一 在 前 ,事件 二 在 后 ,t, 之 4. 
在 S' 系 中 考察 ,由 (2.4.1) 式 知 
>t, Shh > Er 一 让 )。e 时 ， 
(2.4.5) 
之 #， 当 一 << 闪 (一 mm) ，e 时 . 
上 式 表明 ,在 S' 系 中 时 序 发 生 颠 倒是 有 可 能 的 ,其 可 能 性 是 


Lm-rn) ee.,. (2.4.6) 
c LT 


两 个 惯性 参考 系 之 间 相 对 运动 的 速度 x 小 于 时 空当 量 c ,因此 在 两 个 惯性 参考 系 中 
时 序 发 生 磋 倒 的 可 能 性 是 

ee > <. (2.4.7) 
对 于 毫 无 关联 的 两 件 事 , 例 如 此 刻 地 球 某 处 的 风雨 , 那 刻 遥远 某 个 星体 的 运动 状 
态 ,(2.4.7) 式 是 很 容易 满足 的 ,因此 在 不 同 的 惯性 系 中 两 事件 的 时 序 发 生 颠 倒是 
可 能 的 ,上 且 并 不 奇怪 . 然而 如 果 两 件 事 有 着 因果 联系 ,例如 , 某 生 物 从 生 到 死 , 子 弹 
从 发 射 到 中 的 ,时 间 的 先后 是 不 能 因 参 考 系 的 不 同 而 颠倒 的 . 因此 ,有 因果 关系 的 
两 件 事 从 因 到 果 的 运动 速度 不 可 能 大 于 时 空当 量 c, 时 空当 量 c 既是 不 同 惯性 参考 
系 之 间 相对 运动 速度 的 极限 ,也 是 物质 运动 速度 的 极限 . 


六 、 对 应 原理 


绝对 时 空 观念 在 人 们 的 头脑 中 长 期 地 占据 了 统治 地 位 ,之 所 以 会 出 现 如 此 情 
形 , 原 因 是 用 绝对 时 空 观 能 够 阐释 当时 人 们 所 能 观察 到 的 一 切 自然 现象 .只 有 当 大 
自然 中 出 现 了 人 们 用 它 不 能 阐释 的 问题 后 , 才 迫 使 人 不 得 不 去 重新 认识 时 空 , 不 得 
不 去 创立 新 的 时 空 理论 来 解释 它 . 这 个 新 的 时 空 理论 既 要 能 正确 地 解释 新 问题 ,又 
必须 能 正确 地 解释 旧 理论 所 能 解释 的 一 切 问题 ,这 是 科学 创新 时 的 前 提 . 

狭义 相对 论 的 时 空 理论 必须 也 能 正确 地 阐释 绝对 时 空 理论 所 能 阐释 的 一 切 问 
题 ,这 就 是 在 时 空 观 方面 的 对 应 原理 . 
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由 洛 伦 兹 变换 ,在 物质 的 速度 远 小 于 时 空当 量 vc 的 条 件 下 ,得 到 
人 一 yd[1 一 汪 |~a 
d(r’» @) = y[d(r» e) — udt] a d(r* e) — udi. 
表明 洛 伦 兹 变换 在 物质 速度 远 小 于 时 空当 量 的 领域 近似 成 了 伽利略 变换 ， 
20 世纪 以 前 ,除了 光 以 外 ,人 们 在 日 常生 活 中 所 遇 到 的 自然 现象 其 物质 的 速 
度 都 是 远 小 于 时 空当 量 的 . 即使 像 日 .地 之 间 的 运行 ,其 相对 运动 的 速度 x 一 10c， 
也 有 


(2.4. 8) 


7 = 一 ~1+3(*) ~ 1. 


ur 2\¢ 
1-(#) 
因此 人 们 自然 而 然 地 相信 绝对 时 空 观 并 非 是 偶然 的 事情 . 
七 、 一 个 假想 实验 


为 了 有 助 于 对 狭义 相对 论 时 空 理论 的 理解 ,讨论 一 个 假想 的 实验 . 如 图 2. 4 所 

示 , 一 高 速 列车 以 x 二 0. 8c 的 速度 运行 . 站 

上 A,B 两 地 放置 了 两 个 已 经 校准 的 时 钟 . 

# 当 司 机 经 过 A 地 时 ,时 钟 A 指向 0, 司 机 

图 2.4 即刻 把 自己 所 带 的 时 钟 C 校 至 0. 当 司 机 
经 过 B 地 时 ,司机 的 时 钟 C 指 在 30 s 处 , 问 此 刻 时 钟 B 指 在 何 处 ? 


解 一 -一 
VT 3 
1. 在 站 系 中 研究 
时 钟 C 历 时 (At)c 一 30s. 它 在 运动 , 因 爱 因 斯 坦 膨胀 而 走 得 慢 , 故 它 所 经 历 的 
时 间 为 原 时 . 


A,B 两 时 钟 不 同 , 它 们 的 历时 为 
(AD = (Ab)a = Y(ADc 一 部 X30s 一 50s. 
因此 , 当 司机 经 过 B 地 时 ,时 钟 B 指 在 50 s 处 . 
2. 在 车 系 中 研究 


A,B 两 时 钟 在 运动 , 走 得 慢 , 它 们 所 经 历 的 时 间 为 原 时 . 
(ADc _ 
> 


(At)A = (At)s = 


不 过 当时 钟 C 经 A 地 时 ,A,B 两 时 钟 同时 指 0 是 相对 站 系 而 言 的 . 相对 于 车 系 ,时 
钟 B 指 0 并 不 与 时 钟 C 校 0 同时 .由 洛 伦 兹 变换 知 


- X30s=18s. 
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车 系 中 B 距 A 
Az = ul(At)c = 0.8c X 30 = 24c. 
站 系 中 B,A 间 相 距 ( 原 长 ) 


Az' = yAr = 号 X24c = 40c. 


所 以 当时 钟 BB 指 0 时 , 它 在 站 系 中 的 位 置 在 zs 一 40c 处 . 于 是 当时 钟 孔 指 0 时 ,时 
钟 C 的 时 刻 在 车 系 中 为 
0.8c 160 


/ 是 ee 
t =7(: zx) 3 X 二 X40cs 3 


因此 当时 钟 C 从 A 地 至 B 地 ,其 指针 实际 是 从 一 0s 走 到 了 30 s, 共 历时 


CADe = (30+ 9) s. 


本 
而 B 钟 则 历时 
Ac _ 3 160、、_ 
(aDs 一 5X (30 十 3 )s=50s. 


因此 , 当 司 机 经 过 B 地 时 ,时 钟 B 指 在 50s 处 . 


一 、 四 位 移 
在 时 空中 取 一 四 坐标 系 ,质点 的 四 位 置 可 以 用 ( 双 ) 四 元 数 表示 成 
R= ict+r. (3.1.1) 
四 位 置 的 模 方 的 负 值 的 平方 根 
v1TRT = Vee—r. 
称 为 四 位 置 与 坐标 系 原点 的 间隔 . 间隔 的 数值 可 能 是 实 的 ,也 可 能 是 虚 的 . 
质点 的 四 位 移 为 AR==icAt 十 Ar, 无 穷 小 四 位 移 
dR=icdt+dr (3.1.2) 
简称 为 四 微 位移 . 于 是 微 间 隔 是 
ds= VTTaRT = Vode —dre dr 


= cd 凡 一 到 = 全 (3.1.3) 
Ft 


其 中 
Sh 1 
di A Ne (3.1.4) 
B 是 用 时 空当 量 c 归 一 化 了 的 质点 的 速度 . 把 微 间隔 用 时 空当 量 。 归 一 化 : 
dr 一 些 一 华 ， (3.1.5) 


即 为 微 原 时 ,而 7 则 是 时 间 膨 胀 因子 . 
二 、 四 速度 
四 微 位 移 与 微 原 时 的 比值 
V= 坝 =yic+tw (3.1.6) 


称 为 质点 的 四 速度 . 四 速度 的 标 部 Vs 一 icy 与 矢部 Vv 二 yr 并 非 独 立 无 关 , 而 是 存 
在 着 关系 式 
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Vs=iVetVy Vy. (3.1.7) 
它 反映 出 了 时 间 和 空间 的 内 在 联系 ,是 质点 的 时 间 坐 标 与 空间 位 置 能 够 组 合成 一 
个 四 元 数 这 种 性 质 的 具体 体现 . 
质点 的 速度 "与 四 速度 V 的 关系 为 
VV (3.1.8) 
ir Vs 
质点 的 四 速度 的 指数 形式 是 
V = ice™. (3.1.9) 
其 中 
a 一 tanh 8 (3.1.10) 
称 为 质点 的 快 度 . 时 间 膨 胀 因子 7、 归 一 化 速度 8 与 快 度 a 之 间 的 关系 为 
7 = cosha, 
a (3.1.11) 
三 、 速 度 的 加 法 


两 个 惯性 参考 系 S 和 SS ,其 中 S' 系 以 速度 u 二 ch, 相对 S 系 沿 空间 e 方向 运 
动 .由 S 系 到 S' 系 的 坐标 变换 四 元 数 为 


M=M = +i Ja e, 其 中 = 


把 四 速度 的 洛 伦 兹 变换 式 V' 二 M'VM 展开 ,得 到 速度 的 加 法 公式 


, pe A td 
eT we 

Le 
Vel=—  ， (3.1.12a) 


7.(1— ei ) 


Y=7.(1 -i). 


其 逆 变 公式 为 
ep V*etu 
1+e 
六 el 
和 (3.1.12b) 
w *e 
(i+ oc? ) 
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其 中 。, 表示 与 e 正 交 方向 的 单位 矢量 . 
倘若 wwe, 则 有 .~1,y~1,1 一 时 v1. 于 是 在 低速 近似 下 速度 的 加 法 
(3. 1.12a) 式 近似 为 


/ 
eey。e 一 MU， 
, 
Vrelxvy*el. 


这 就 是 由 伽利略 变换 直接 导致 的 速度 的 平行 四 边 形 加 法 . 
四 、 快 度 的 加 法 
在 S 和 S' 系 中 ,四 速度 的 指数 形式 分 别 是 


V=ices, V =icew?, 
参考 系 间 变换 四 元 数 的 指数 形式 是 
M= MI = et 
其 中 
as = tanh 28. 
是 S' 系 对 S 系 的 快 度 . 于 是 
Et = etreet el. 
如 果 v//e, 那 么 就 有 
a =a—a.. (3.1.13) 
表明 快 度 的 加 法 非常 简便 . 然而 ,如 果 质 点 的 速度 " 与 参考 系 间 相对 运动 的 速度 
u 三 we 并 不 平行 ,那么 三 个 四 元 数 M',V 和 M 的 乘法 次 序 不 可 交换 ,因此 就 不 能 用 
指数 之 间 的 加 法 来 简化 乘法 运算 ,所 以 快 度 加 法 的 实用 性 是 比较 局 限 的 . 
例 x 介子 衰变 成 uy 子 : 
+ 
假设 x- 介子 相对 于 实验 室 的 速度 为 u, 它 衰变 产生 的 py 子 相对 于 x 介子 的 
速率 为 v .于 是 在 x 介子 前 进 方向 ,pm 子 相对 于 实验 室 的 快 度 即 为 
a=a ta,.. 
化 成 速度 为 


CN 一 ~ 全 
tanh-: 了 一 tanh-: 二 十 tanh-: 蔚 . 
C C 8 


即 是 


时 间 膨 胀 因子 的 加 法 法 则 为 
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= cosha = cosh(a’ 十 ao) 
= cosha’cosha, + sinha’ sinha, 
= 7Y7.(1+BB"). 
对 于 速度 方向 的 问题 ,用 快 度 来 处 理 数据 和 进行 理论 分 析 比 较 方 使 ,在 高 能 物 
理 中 经 常 应 用 . 


§ 3.2 质点 动力 学 
在 牛顿 力学 中 ,质点 的 动力 学 规律 是 从 实践 中 总 结 出 来 的 牛顿 第 二 定律 
dpo 
a C9.2.13) 
其 中 
po = mov (3.2.2) 


是 质点 的 动量 ,其 中 的 mo 是 表示 质点 本 身 性 质 , 与 质点 运动 情况 无 关 的 常量 , 称 为 
质点 的 质量 . 
用 速度 "点 乘 (3. 2. 1) 式 得 到 


dpp _ d/l ee 
"+ = (zm )=" 次 (3.2.3) 
上 式 右 端 是 作用 在 质点 上 的 力 在 单位 时 间 内 所 做 的 功 ,因此 左 端 是 质点 在 单位 时 
间 内 所 具 能 量 的 增加 , 故 冯 mo 性 在 可 以 相差 一 个 与 时 空 无 关 的 常数 B 的 意义 下 是 


质点 所 具有 的 能 量 


E= 工 mo 十 有 (3.2.4) 


2 
(3. 2. 3) 式 称 为 质点 的 能 量 定理 . 
用 位 矢 与 (3. 2. 1) 式 叉 乘 得 到 


dp _ drXp) dr _ drXxpo) __ 
rx i EE 更 XpPm = di =rxf. (3.2.5) 
上 式 右 端 是 作用 在 质点 上 的 力 对 于 原点 的 力矩 , 左 端 中 的 
L=rxpo (3. 2.6) 


是 质点 对 于 原点 的 角 动 量 . 质点 所 具 角 动量 的 变化 率 等 于 力 施加 在 质点 上 的 力矩 ， 
称 为 角 动量 定理 . 能 量 定理 和 和 角 动量 定理 都 是 由 牛顿 第 二 定律 推导 出 来 的 规律 . 

以 上 所 述 是 牛顿 力学 最 基本 的 规律 ,它们 满足 绝对 时 空 观 中 的 力学 相对 性 原 
理 , 却 不 满足 狭义 相对 论 时 空 观 下 的 爱 因 斯 坦 相 对 性 原理 . 举 一 个 最 简单 的 例子 来 
说 明 上 述 结论 . 

假设 有 一 个 大 小 和 方向 均 不 变 的 常 力 了 作用 在 质点 上 ,这 样 积分 (3. 2. 1) 式 的 
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po = fit+ polio, 


v= fst vl 
mo 


此 式 表明 ,不 论 作 用 力 了 如 何 地 小 ,以 及 初始 速率 "|,-。 怎 样 ,只 要 力 的 作用 时 间 上 上 
足够 地 长 ,质点 的 速率 v 超 过 时 空当 量 c 总 是 可 能 的 ,这 与 狭义 相对 论 的 时 空 理论 
相悖. 所 以 牛顿 力学 的 理论 不 是 相对 论 性 的 , 它 不 满足 洛 伦 兹 变换 的 协 变性 . 


一 、 四 动量 


为 了 建立 相对 论 的 力学 理论 ,人 们 将 牛顿 力学 进行 改造 ,使 改造 后 的 理论 既 满 
足 洛 伦 兹 变换 下 的 不 变性 ,从 而 满足 爱 因 斯 坦 的 相对 性 原理 ,又 使 它 在 vc 的 情 
形 下 还 原 成 为 牛顿 力学 , 即 满足 时 空 观 方面 的 对 应 原理 . 
把 标 征 质点 本 身 性 质 的 物理 量 mo 与 质点 的 四 速度 V 相 乘 ,其 积 
P= mV= icym + Ymov 
= icm 十 may (3.2.7) 


称 作 质 点 的 四 动量 . 其 中 
m= ym = 一 一 (3.2.8) 


称 为 质点 的 相对 论 性 质量 ,而 把 m。 改称 为 质点 的 静 质 量 . 相对 论 性 质量 六 不仅 与 
质点 本 身 的 性 质 m。 有 关 , 还 与 质点 的 运动 情况 v 有关. 
定义 质点 的 相对 论 性 动量 为 
p= my= Ypo. (3. 2.9) 

由 于 mo 标 征 的 是 质点 本 身 性 质 的 量 ,与 参考 系 的 选取 无 关 , 因 此 在 洛 伦 效 变 换 中 
mo 是 不 会 改变 的 ,于 是 由 四 速度 的 洛 伦 兹 变换 知 四 动量 的 洛 伦 兹 变换 为 

P’= MIPM = moMIVM. (3.2. 10a) 
其 展开 形式 则 是 


yp (3.2.10b) 
el 一 pei。 


其 中 ,u 是 两 参考 系 间 的 相对 速率 ,而 .一 
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由 于 质点 四 速度 的 标 部 和 矢部 是 相关 的 ,因此 其 四 动量 的 标 部 Ps 二 icm 与 矢 
部 Pv=p 也 是 相关 的 , 即 


Ps = iVPv* Pv +mie. (3.2.11a) 
也 就 是 
me? = VPpic +mic. (3.2. 11b) 
而 且 这 个 关系 式 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 会 改变 的 . 
二 、 动 力学 方程 


考察 质点 的 速率 远 小 于 时 空当 量 的 情况 v<c, 这 时 


m = ymo =m (1 二 起 过 rm， 


p=mvr= mov (1 + 若 +…)~ Po. 
于 是 可 以 假设 把 牛顿 第 二 定律 修改 成 
d 
=/. (3.2.12) 
作为 相对 论 的 动力 学 方程 , 随 之 质点 的 能 量 定理 也 改变 成 


，。 Ee = mc) = 名 (me’) = 了 (3.2.13) 
这 样 质点 的 能 量 也 从 (3. 2. 4) 式 变 成 了 
E= mc: 十 Bu (3.2.14) 
其 中 Be 也 是 与 参考 系 的 选取 无 关 的 常量 ,可 选取 它 为 0. 这 样 质点 所 具有 的 能 
量 为 
E= mc, (3.2.15) 


称 为 爱 因 斯 坦 质 能 关系 . 将 它 作 低速 近似 
E= ymoc = mc 人 1 + 二 +t) me 
考虑 到 对 应 原理 ,(3. 2. 4) 式 中 的 常量 


B= mc, (3.2.16) 
称 为 质点 的 静 质 能 . 
由 假设 的 动力 学 方程 (3. 2. 12) 以 及 由 此 导出 的 能 量 定理 (3. 2. 13) ,得 到 
Ei + i + =F. (3.2.17) 


这 就 是 相对 论 力学 中 的 动力 学 方程 ,其 中 的 右 端 
F= Tv. + (3.2.18) 
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称 为 四 元 力 , 显 然 它 的 标 部 和 矢部 也 是 相关 的 . 
为 了 使 (3. 2. 17) 式 具有 洛 伦 兹 变换 时 的 不 变性 ,四 元 力 的 洛 伦 兹 变换 应 该 是 
F’= MFM. (3.2.19a) 


其 标 部 和 矢部 则 分 别 为 
af = vu) + 3 


有 pr 
» » (3.2. 19 
肖 一 六 De b) 


[9 


C 


表明 作用 在 质点 上 的 力 在 不 同 的 参考 系 中 来 考察 是 不 同 的 . 
简单 考察 一 下 动力 学 方程 (3. 2. 12) 的 合理 性 . 假设 作用 在 质点 上 的 f 是 大 小 


和 方向 均 不 变 的 常 力 ,对 (3. 2. 12) 式 积分 后 的 结果 为 
p= fitplio = — 


| 
[S| 


当 作用 时 间 :一 co 时 ,一 c, 符 合 相对 论 时 空 观 是 明显 的 . 当然 相对 论 力学 基本 方 
程 (3.2.12)、(3.2.13) 的 正确 性 最 终 还 得 靠 实践 来 检验 ,现今 高 能 物理 (v<c) 的 发 


展 已 全 面 地 证 实 了 相对 论 的 理论 . 
三 、 四 角 动 量 方程 


分 别 定义 
R* P= (—ict+ n (EE +p) 
(3.2.20) 


=E prti(Er—ap)trxp 


mc 十 及 "下 一 moc’ 二 ice 十 Dy( < “f+7) 


=y E+ —r)。 7+i[ (过 “/)r -ef ltrxd) 
(3.2.21) 
为 质点 关于 原点 的 四 角 动 量 和 受到 的 四 力矩 ,由 此 得 到 了 质点 的 四 角 动 量 方程 
dR: PY Si ER: (3.2.22) 
dr 
这 是 相对 论 动力 学 方程 的 另 一 种 形式 . 它 是 集 动力 学 方程 浊 一 ,相对 论 能 量 定理 
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是 一 ，. /, 角 动量 定理 时 中 一 rX/ 于 一 身 的 更 加 普遍 的 方程 .其 中 只 有 记 一 / 


是 实验 规律 ,其 他 则 是 这 一 定律 的 推论 .不 过 由 四 角 动 量 和 四 力矩 的 构成 中 反映 出 
了 原来 三 维 空间 中 的 一 些 物理 量 之 间 的 内 在 联系 . 
由 于 四 角 动 量 和 四 力矩 是 由 两 个 四 物理 量 相 乘 构成 的 ,因此 它们 的 洛 伦 效 变 
换 性 质 与 单个 四 物理 量 的 洛 伦 兹 变换 性 质 有 所 不 同 . 
R*=MR'M', P’'=MPM, F’= MFM. 
故 
RP’ = MR°M°M' PM = MR'PM， 
miocz + RF’ = moc’ + MR°M°M'FM = M moe’ + R°F)M. 
展开 上 式 ,表明 四 角 动 量 和 四 力矩 的 标 部 均 是 洛 伦 兹 不 变量 . 其 中 ,四 角 动 量 
的 标 部 


(3.2.23) 


Et’—p r=Et—p*r (3.2.24) 

的 洛 伦 兹 不 变性 反映 了 平面 波 位 相 的 洛 伦 兹 不 变性 . 
与 其 他 四 物理 量 对 比 , 四 角 动 量 和 四 力矩 有 一 些 独特 之 处 :(1) 它们 的 矢部 均 
是 复 的 ,都 是 由 两 个 三 物理 量 组 合 而 成 的 ,这 反映 了 这 两 个 物理 量 之 间 的 内 在 联 
系 ;(2) 质点 受到 的 四 力矩 不 仅 与 力 有 关 , 还 与 质点 本 身 的 性 质 一 一 静 质量 有 关 ， 
即使 质点 不 受 力 ,四 力矩 仍 存在 着 非 零 的 标 部 moc?;(3) 在 质点 不 受 力 的 情形 下 ， 

四 角 动 量 的 标 部 也 不 守恒 
LEP = moe. (3.2.25) 
上 7 

它 总 以 加 的 速率 在 增长 ,在 不 同 的 惯性 参考 系 中 其 增长 速率 不 同 . 只 有 静 质 量 为 


零 的 质点 ,不 受 力 时 其 四 角 动量 的 标 部 E1 一 p。r 不 随时 间 增长 , 且 与 参考 系 无 关 . 

各 种 四 物理 量 的 洛 伦 效 变换 性 质 反映 出 了 一 些 重 要 的 物理 规律 

洛 伦 效 变 换 四 元 数 MA/ 汪 2 十 i +e 及 其 各 种 共 辐 耳 ,M* ,Mt 和 
M-' 的 模 方 均 为 1, 所 以 各 四 物理 量 的 模 方 均 是 洛 伦 效 不 变量 ， 

(1) ]IR; 一 Ri 不 变 ,体现 了 间隔 和 原 时 是 洛 伦 兹 不 变量 ; 

(2) VI= 一 e 不 变 ,体现 了 时 空当 量 c 的 洛 伦 兹 不 变性 . 当 通过 实验 测定 了 
真空 中 的 光速 ,并 由 电磁 理论 确定 真空 中 的 光速 就 是 时 空当 量 c 以 后 ,光速 不 变 才 
成 了 时 空 则 质 原理 的 推论 ,这 就 是 本 文 用 时 空间 质 原理 兰 代 光速 不 变 原理 来 建立 
狭义 相对 论 的 原因 ; 

(3) PI= 一 we+ 户 一 一 域 c 不 变 ,体现 了 相对 论 的 能 量 和 动量 关系 式 

E:—prce—mic=0 (3.2.26) 
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是 洛 伦 兹 协 变 的 . 这 一 方程 在 量子 理论 中 成 了 建立 一 切 微观 粒子 的 相对 论 性 波动 
方程 的 基础 ; 


4) IF moe" 十 REP| 不 变 还 体现 了 7[ 大 一 ( 友 ) ],B “Gv 一 站 也 是 
洛 伦 效 不 变量 . 
四 、 例 :质点 在 平方 反比 力 场 中 的 运动 
作用 在 质点 上 的 力 为 
了 = 一 K 乓 ， 开 > 0 是 常量 . 


用 牛顿 力学 和 相对 论 力学 两 种 理论 来 处 理 质点 的 运动 以 进行 对 照 . 
用 圆柱 坐标 系 (p,p,z) ,把 角 动 量 ! 二 rXp 的 方向 取 为 z 向 .由 能 量 方程 
dE yi fa K 志 ， dr 一 = 总 (人 


dt dt di\r 
得 能 量 守 恒定 理 
EK 一 e (常数 ) 
由 角 动 量 方程 
drxp FE 
得 到 角 动 量 守恒 


rXP 一 Le-. 
表明 质点 在 与 e* 轴 垂 直 的 平面 内 运动 . 于 是 


r= peps 
y 一 be, 十 pgev， 


rxXv= pge,. 
1. 用 牛顿 力学 处 理 


因为 
mop'$ = 1 
人 top) =e moc? 一 jm (+ )- 可 
由 此 导出 质点 的 轨迹 方程 


($s) 


(加 = 人 到 邮 ) = 个 起) 


-加 (mot 入 


Pp 
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对 g 再 求 导 一 次 得 
d 1 中 工 | 1 mk 
(3 2 二 )-0 
由 
d 1 
二 二 一 0， 
dpp 
得 
1 mk 
Pp 
为 圆 轨道 . 由 
lil_ mK_,o 
dyp p W 
得 
1 K 二 现世 
二 一 es [+ 证 人 人 cos(g— 


为 椭圆 轨道 ,其 近日 点 和 远 日 常 点 分 别 为 


-wt| 2L(e— moc ;| 
Pd 1+ Re 
1 


mw)] 


=|[ 2 (em) | 
| 
2. 用 相对 论 力学 处 理 
由 
2 
去 = 1 一 到 一 1 一 走 (全 十 rr 多 ) 
二 dl 
} ce (#17) , Fe[ (5) 
得 
i 着 | Ky’ 
”= (a) 二 = 二 (e+e) 
对 9 再 求 导 一 次 得 到 
| K K\dl 
(+o) (e+ 人 就 
由 
d 1 
二 一 =-0， 
dp 2 


得 到 


] 
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A 

b d=k’ 
为 圆 轨 道 . 由 

时 1 K*\l1 ek 

rr ed pe 
得 到 


-zr - ecos| -后 (w-w)] 
是 进 动 着 的 近似 的 椭圆 轨道 . 其 中 偏心 率 


eK’+(mc —e)(K — /lc) 
RK 


e= 


进 动 角 


Ap = 


把 相对 论 的 结果 作 v 祥 c 的 低速 近似 ,就 还 原 成 了 牛顿 力学 的 结果 . 


§ 3.3 质点 组 力学 


在 粒子 的 衰变 或 粒子 反应 中 ,反应 之 前 和 之 后 的 粒子 均 可 当做 质点 ,所 以 可 以 
当做 是 从 初始 质点 组 演变 成 终了 质点 组 的 过 程 . 


一 、 动 力学 方程 
设 第 7 个 质点 的 四 动量 为 
P= LE, tp j=1,2,3. 
称 
P= DP -iDE+Dp -iEtp (3.3.1) 
为 质点 组 的 四 动量 ,其 中 
= = (3. 3.2) 


为 质点 组 的 能 量 和 动量 . 
设 第 7 个 质点 受到 的 外 力 为 /和 ,质点 组 内 第 个 质点 施 于 第 j 个 质点 的 内 力 
为 及. 由 牛顿 第 三 定律 知 
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及 十 谋 =0. 
人 
= +)= D1 (3.3.3) 
和 
-了 避 要 = Dv Ut) 
= PD. 人 DD (3.3.4) 
如 果 内 力 是 保守 力 ， 本 和 上 组 具 有 台 ， 且 
= Dn) fi. (3.3.5) 
这 样 
EETD oS Df. (3.3.6) 
若 质点 组 不 受 外 力 
# 一 0， 了 一 1,2,3，。 
则 质点 组 的 动量 和 能 量 均 守恒 , 即 
忆 一 常数 ， 
EE 十 U = 常数 . 


在 粒子 反应 中 ,通常 的 情况 是 反应 前 和 后 的 势能 相同 , 且 一 般 是 0, 因 此 反应 
前 后 质点 组 的 能 量 E( 包 括 静 质 能 和 动能 ) 守 便 . 


二 、 不 变 能 量 和 Q 值 


质点 组 的 动量 为 零 的 参考 系 称 为 动心 系 , 记 作 Scw. 由 四 动量 的 洛 伦 兹 变换 
P'= BP’ = >) COMPIM) 


= M(》 Pi)M = MIPM | 
知 其 模 方 
IPl= (E+Pp)(iE-p)-—S+p = .3.8) 


是 洛 伦 兹 不 变量 ,其 中 ,Ecw 称 为 不 变 能 量 , 也 就 是 质点 组 在 动心 系 中 所 具有 的 能 
量 , 这 种 能 量 是 能 够 参与 粒子 反应 前 后 静 质 能 和 动能 之 间 互 相 转 化 的 能 量 ,而 能 量 
玉 中 的 E 一 Ecw 一 E 一 VE 一 cp” 部 分 是 不 可 提供 给 反应 的 ,原因 是 反应 前 后 的 动 
量 应 守 便 . 

质点 组 的 能 量 已 由 质点 组 的 静 质 能 》) moc? 和 动能 》) Ex 至 加 而 成 
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E= > (mocz 十 Eu) = mc + Ex. (3.3.9) 
粒子 反应 前 和 后 静 质 能 的 差 值 称 为 反应 的 Q 值 
Q= (mow — mo#)c’ = 巨 k 示 一 下 ku。 (3.3. 10) 
Q>>0 的 反应 为 放 热 反应 ,Q<0 的 反应 为 吸 热 反应 . 
在 粒子 的 衰变 
A 一 Bi 十 B: 十 … (3.3.11) 
中 ,都 是 Q>0 放 热 反应 , 凡 Q<0 的 吸 热 过 程 均 不 是 衰变 . 
在 粒子 反应 
A, 十 A: ~ B+B, 十 … (3.3.12) 


中 ,对 于 Q<0 的 吸 热 过 程 , 当 粒子 A: 静止 时 ,人 射 粒子 A 的 能 量 E 必须 大 于 或 
等 于 某 一 个 值 Es, 反应 才 可 能 发 生 , 这 个 能 使 反应 发 生 的 入 射 粒子 的 最 小 能 量 Eu 
称 为 反应 的 阐 能 ,而 人 射 粒子 必须 具有 的 最 小 动能 Exw = Eu 一 morc? 称 为 反应 的 
阔 动 能 


三 、 两 体 问题 


1. 两 体 讲 变 
在 (3.3.11) 式 所 示 的 衰变 过 程 中 , 母 粒 子 A 静止 ,其 静 质 量 为 m。. 生成 粒子 的 
动量 和 能 量 分 别 为 pi ,ps 和 E, ,E;. 


由 动量 守恒 
Pi+pz:=0, 
和 能 量 守恒 
moc’ = E+E: = Vopr tim + Ve ps tm 
可 知 
P+mic = 前 十 mi 十 mc — 2moc VB 二 7 下 c， 
放 十 miicz 一 (+ mi me). 
由 此 得 到 


ER [( 琶 士 弛 me ) mi Je 


2mo 


2 
= (#6 ) Lm — Cm 十 ma 站 [mi 一 (mo 一 mo 和， 


所 以 生成 粒子 的 能 量 分 别 为 
E = VEETTMRET 一 mt ma — més ， 


Zmo 


本 
m+ mi —m 
E, = Vetme = ee. 


2mo 


(3.3.13a) 
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生成 粒子 的 动能 分 别 为 
E me = tm) — més 
1 — mo! 2 
Pr (3.3.13b) 
E,— mc 一 (mo 一 moz) 一 moes 
2 一 moz 2 
衰变 的 Q 值 
Q = (mo — mo 一 mmoz)cz. (3.3.14) 


例 1 ww 一 27y. 已 知 (mo), 二 135.0MeV/c*. 求 x 静止 的 参考 系 内 Y 的 动量 和 
能 量 . 
解 ph 十 pz 一 Po 一 0 
已 = 去 (mc 一 67. 5 MeV; 
B67.5 MeV/e. 
例 2 A 一 p 十 x ,已 知 (mo)。 二 1115. 6 MeV/c?, (mo), 一 938. 3 MeV/c’, 
(mo)s 一 139.6 MeV/c. 求 p 和 Fr- 的 动量 p 和 能 量 E, 以 及 衰变 的 Q 值 . 


eA 


i es os ET 一 一 
了 Tsg6V[1115.5 (C938. 3 十 139. 6)7][1115. 6 一 (938. 3 一 139. 6)7] 
=100.4 MeV/c; 


到 ee 
Es— (mo) sc =L ma mo — (mo): ss.35 MeVi 


2(mo) a 


ft 要 二 2 
E,— (mo) wc =L ma me) — (mo)s 1 32.35 MeV; 


2(mo)a 
Q=[(mo) 一 (mo)。 一 (mo)。]c 一 37.7 MeV. 
在 两 体 衰变 中 ,(3. 3. 13a) 式 表明 所 生成 的 两 种 粒子 的 能 量 是 确定 了 的 . 实践 
中 发 现 ,从 核 的 B 衰变 中 发 射出 的 电子 的 能 量 却 有 着 连续 的 分 布 , 因 此 判断 中 子 的 
衰变 不 可 能 是 np 十 e, 而 应 该 是 np 十 e 十 Ye. 这 就 是 中 微 子 假说 形成 的 根据 ,而 
之 后 被 其 他 实验 所 证 实 了 的 . 
2. 两 体 反应 
由 (3. 3. 12) 式 所 示 的 粒子 反应 
Ai 十 A: ~ Bi 十 B: 十 …. 
反应 前 质点 组 的 动量 和 能 量 分 别 是 
卫 一 忆 十 Pz， 
全 = E+E,= (ymo 十 yamaoz )c2. 
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5 了 
其 中 必 一 十 博 二 ,六 一 人 十 雹 .质点 组 的 不 变 能 量 为 


Euw= VE —op = VE+E)—c (pp2) 


= Vmic' + msc + 2 yma mo — 2c° py * p2. 
在 粒子 As 静止 的 参考 系 中 ,p; 二 0,7, 二 1,Ai 为 人 射 粒子 ,这 时 不 变 能 量 为 
Ecw = Vmlic' + mic' + 2Emoc. (3.3.15) 
对 于 吸 热 反应 Q<0, 若 Ecw 全 部 转化 成 生成 物质 的 静 质 能 moc? ,这 时 人 射 粒 子 Al 
的 能 量 即 是 反应 的 阅 能 
mm 一 mi 


E, = 2 


(3.3. 16a) 
反应 的 立 动 能 


2 Ee Q™ Tp moz 
在 动心 系 中 ,pi 十 ps 二 0, 不 变 能 量 为 
Ecw = E+E,. (3.3.17) 
对 于 吸 热 反 应 ,这 个 能 量 若 全 部 转化 成 生成 粒子 的 静 质 能 mc 一 已 十 已 ,这 时 
Ecow 就 是 两 个 粒子 能 够 产生 反应 的 最 小 能 量 . 由 能 量 和 动量 关系 可 得 到 


2 2 2 
= T+ mo — mez 2 
i 


(3.3.16b) 


E, 


2mo 

a (3. 3. 18a) 

到 三 me 十 me 一 ras 

2 2 

能 够 使 反应 产生 的 两 个 粒子 的 最 小 动能 为 
El mie (mo 一 maol )2 一 me， 
2mo 

(3.3.18b) 


(mo 一 mo2 )2 一 ma 
2mo 

(3. 3. 18a) 式 的 形式 与 (3. 3. 13a) 式 完全 相同 ,但 (3. 3. 13a) 式 是 当 母 粒子 静止 时 两 
体 衰变 后 生成 后 两 个 粒子 的 能 量 , 而 (3. 3. 18a) 式 是 两 个 粒子 碰撞 产生 反应 必须 具 
有 的 最 小 能 量 . 

例 3 p 十 p->p 十 p 十 mr, 已 知 (ro) 一 938. 3 MeV/c , (mo )。 一 135. 0 MeV/c . 求 阔 
动能 . 

解 Q =[(mo), 十 (mo)p 一 (mo)e 一 (mao) 一 (mao)s]c 

一 一 (mo).c 一 一 135.0 MeV. 
若 用 高 能 p 打 静 止 的 p 的 方法 , 则 高 能 p 的 阔 动 能 为 
Exs —— Q Cm) 十 (ma)e 十 (mo)e 十 (mo)p 十 (mu) 


2(mo)。 


E,— moc’ 一 
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mo) 


Se al 求 2 |= 279.7 MeV. 


如 果 用 两 个 相同 能 量 的 质子 对 撞 来 实现 这 一 反应 ,那么 每 个 p 所 需 的 最 小 动 
能 为 


Ex = 工 (mo)scz = 67.5 MeV. 


2 
两 个 p 所 需 的 最 小 动能 为 
2Ex = 135.0 MeV. 

人 工 的 粒子 反应 通常 在 实验 室内 进行 , 因 同 一 种 粒子 反应 在 动心 系 内 所 需 的 
粒子 动能 最 小 ,所 以 从 节省 能 量 的 角度 出 发 使 实验 室 系 成 为 动心 系 最 恰当 ,这 就 是 
人 们 制造 对 挤 机 以 替代 单个 加 速 器 打靶 技术 的 原因 . 不 过 附带 要 说 明 ,两 股 束 流 对 
撞 能 够 产生 反应 的 概率 比 单 股 束 流 打 靶 产 生 反应 的 概率 要 小 得 多 . 


$ 3.4 多 普 勒 效应 
微观 粒子 的 根本 特点 是 具有 波 粒 二 象 性 ,描述 其 粒子 性 的 物理 量 是 四 动量 
P=2E+p. (3.4.1) 
描述 其 波动 性 的 物理 量 是 四 波 矢 
K = Twtk. (3.4.2) 


其 中 是 三 维 空间 的 波 矢量 , 它 的 方向 表示 波 行进 的 方向 , 它 的 大 小 与 波长 4 成 
反比 
a (3.4.3) 
波束 
”一心 一 人 其 一 基 . (3.4.4) 
其 中 ,为 波 的 频率 ,w 一 2rv 是 角 频 率 . 
量子 理论 认为 ,微观 粒子 的 波动 性 和 粒子 性 有 着 内 在 的 联系 , 即 P 与 K 成 
正比 
P= AK. (3.4.5) 
比例 常数 万 二 委 称 为 归 一 化 普度 克 常 数 . 
对 于 光子 , 波 速 v 就 是 时 空当 量 < ,所 以 
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一 卫 ， 
c (3.4.6) 
下 一 这 十 天. 
由 四 动量 的 洛 伦 效 变 换 知 四 波 矢 的 洛 伦 兹 变换 为 
K’= MKM. (3.4.7) 
pe 考察 光源 和 探测 器 相对 运动 的 情况 . 如 图 
7 3.1 所 示 , 光 源 相对 于 探测 器 以 速度 
a B=u 
汉 运动 ,发 出 的 光 的 波 矢 为 此, 其 方向 沿 着 光源 与 探 
\ 测 器 的 连 线 ,由 光源 指向 探测 器 , 光 频 为 


过 a 
探测 器 “9 二 ok’ 
2r- 
k 


取 光 源 为 S' 系 ,探测 器 为 S 系 ,探测 器 接收 
风 、 全 到 的 光 的 四 波 矢 为 
K= 这 十 大王 (MD) (ik’ +k MT = MGik' +k IM 


= iyk’'(1+Beos0) +k’ + YBk’ 和 + (7— Dk’cost 到 


故 
k=k’ +[yBk’ +(y— Dk'cosg] <， 
| DAE EG ls (3.4.8) 
k= 7k" (1 十 Bcosb ). 
由 
k= kcosd = yk' (B+ cos0') 
得 


_ B+cos0 
| 1+Beosy’ (3.4.9) 
,一 yy(1 十 Bcosg ). 


探测 器 探测 到 的 光 频 和 传播 方向 与 光源 发 射 的 光 频 和 方向 有 了 变化 . 
正 向 :光源 和 探测 器 沿 着 连 线 方向 靠近 ,0 一 0. 有 


0=0, 
I y+P = ye 区 
探测 到 的 光 频 比 光源 发 射 的 光 频 大 ,方向 未 变 . 


背 向 :光源 和 探测 器 沿 着 连 线 方向 背离 ,9 二 x. 有 
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i /ue 
v=v7(1—P=v Le 


探测 到 的 光 频 比 光源 发 射 的 光 频 小 ,方向 未 变 
横向 :光源 和 探测 器 相对 运动 的 方向 与 两 者 的 连 线 垂直 ,0 一世. 有 
| = arccosp， 


1 vy 


y= = > 


探测 到 的 光 频 仍 比 发 射 的 光 频 大 . 
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$ 4.1 电磁 的 源 与 场 


在 自然 界 中 ,物质 之 间 存在 着 四 种 相互 作用 ,其 中 之 一 称 为 电磁 相互 作用 ,能 
产生 电磁 相互 作用 的 物质 称 为 电磁 性 物质 . 

电磁 相互 作用 的 机 理 是 : 凡 电 磁性 物质 均 带 有 着 电磁 的 荷 , 而 这 种 电磁 荷 运动 
时 ,又 形成 了 电磁 的 流 ;电磁 的 荷 或 流 在 时 空中 激发 出 一 种 场 , 称 为 电磁 场 ;而 电磁 
场 又 会 反 过 来 对 处 于 其 中 的 电磁 荷 及 流产 生 作用 力 . 这 样 ,具有 电磁 性 的 物质 之 间 
就 产生 了 电磁 相互 作用 . 

电磁 理论 的 基本 规律 是 从 实践 中 总 结 出 来 的 . 如 库仑 定律 \ 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 、 
安培 定律 ,法拉第 电磁 感应 定律 . 后 来 麦克 斯 书 集 这 些 实验 定律 的 大 成 ,并 通过 远 
辑 推理 提出 了 涡 旋 电场 与 位 移 电 流 的 假说 ,总 结 成 了 麦克 斯 韦 方程 组 ,从 而 全 面 地 
描述 了 电磁 的 荷 与 流产 生 电磁 场 的 规律 . 男 一 方面 人 们 也 总 结 出 了 电磁 场 对 电磁 
的 荷 与 流产 生 作 用 力 的 规律 , 称 为 洛 伦 兹 力 公 式 . 

狭义 相对 论 认为 ,电磁 规律 应 满足 爱 因 斯 坦 相 对 性 原理 ,因此 电磁 场 以 及 激发 
电磁 场 的 源 均 应 是 时 空中 的 四 物理 量 ,它们 之 间 也 必 可 以 用 四 元 数 形式 的 方程 相 
联系 . 


一 、 四 电磁 源 


假定 物质 静止 时 单位 体积 内 带 有 着 电磁 荷 m , 称 为 荷 的 体 密度 . 若 该 物质 运动 
的 四 速度 为 V=icy 二 yw, 那么 四 电磁 源 的 体 密度 为 
J =pV = imp+j. (4.1.1) 
其 标 部 中 的 p 和 矢部 j 分 别 是 电磁 荷 和 电磁 流 , 有 
P= Yo, 
j= Yoor = py- 
由 四 速度 的 洛 伦 兹 变换 V' 一 M'VM 知 ,四 电磁 源 的 洛 伦 兹 变换 为 
J = MIM. 《4.1.3) 


(4.1.2) 


二 、 四 电磁 场 
在 现行 的 电磁 理论 中 ,电磁 场 用 两 个 三 维 空间 矢量 E 和 HH 来 表示 ,两 者 能 够 


§4.1 电磁 的 源 与 场 53 


构成 一 个 二 阶 反对 称 张 量 


0 mH: —%H, — TE: 
—poH. 0 poH: — LE, 
HE 三 LE 
| dB ~ dp ) ps 0 
c 人 Cc 
这 既 表 明了 电场 和 磁场 有 着 内 在 的 联系 ,又 由 此 证 明了 电磁 规律 是 满足 爱 因 斯 坦 


的 普遍 相对 性 原理 . 
直接 从 狭义 相对 论 的 时 空 观念 出 发 ,可 以 预料 电磁 场 也 能 够 用 一 个 四 物理 量 
来 描述 , 记 四 电磁 场 为 
G= icgo 十 8. (4.1.4) 
源 激 发 场 的 规律 当然 应 通过 实践 来 寻找 ,但 麦克 斯 韦 的 电磁 理论 已 经 指明 , 场 的 时 
空 导数 与 源 成 比例 ,因此 推测 :在 真空 中 ,四 电磁 场 的 四 梯度 与 四 电磁 源 成 正比 
OG = ju]. (4.1.5) 
其 比例 常数 pe 取决 于 场 G 和 源 J 量度 单位 的 选取 . 运算 符号 吕 是 时 空 的 四 梯度 
算 子 


0 
A (4.1.6) 


四 梯度 算 子 一 的 主要 性 质 概括 为 : 几 种 共 思 的 算 子 是 


(4.1.7) 


他 们 的 模 方 均 相 同 , 为 
19 
Dt. 
即 达 朗 贝尔 算 子 . 在 惯性 参考 系 间 进 行 洛 伦 兹 变换 的 性 质 是 
= MOM. (4.1.9) 

其 中 的 变换 四 元 数 M 就 是 (2. 2. 10) 和 (2. 2. 13) 式 . 

四 电磁 场 方程 (4. 1. 5) 应 该 满足 爱 因 斯 坦 相对 性 原理 ,在 另 一 个 惯性 参考 系 中 
的 形式 应 相同 


1Sl=VY’— (4.1.8) 


DG’ = /oj 
因此 由 (4.1.3) 和 (4.1.9) 式 有 
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pof’ = pmMJM = M' (EO)M = MEMMGM. 
所 以 得 到 四 电磁 场 的 洛 伦 兹 变换 
G' = MGM. (4.1.10a) 
其 分 量 形式 则 是 
So 一 go， 
g 一 和 8 一 (7 一 1)(8。e)e 十 iypg Xe. 
表明 四 电磁 场 的 标 部 Cs 一 icg。 是 洛 伦 兹 不 变量 . 


三 、 电 场 和 磁场 


电磁 场 方程 应 该 具有 普遍 性 ,因此 四 电磁 的 源 和 场 的 每 一 个 分 量 都 应 该 是 复 
的 , 即 


(4.1.10b) 


T= (pt mp tit ze, (4.1.11) 
G= mh— LetmH— LE. (4.1.12) 
其 中 ,p, 和 pw 分 别 是 电荷 和 磁 荷 密度 ,j, 和 j。 分 别 是 电流 和 磁 流 密度 ,E 和 HH 分 


别 是 电场 和 磁场 强度 ,而 e 和 h 则 分 别 是 四 电磁 场 标 部 中 的 虚 部 和 实 部 . 
把 (4.1.11) 和 (4. 1. 12) 式 代 人 场 方程 (4. 1. 5) ,并 展开 


(tv)(mh ee tima eE) 


=_ ioh_ 1ae Ty 
eo a MV 


+ 和 了 一 二 殉 一 外野 一 点 噶 二 YX 在 一 二 YX 马 


1 3 时， 
= cpope — pm t poje t Tim 


得 到 了 分 量 形式 的 电磁 场 方程 
.Ewe 
VE = 双 ， 
ae _ pO" 
V.H+e = 
Oy rh (4.1.13) 


ar vv _ ， 
VXEt+p +Ve ——j., 
VXH-e 和 +Vh=j. 


其 中 常数 a 同时 由 (4. 1. 10b) 式 得 到 了 电场 和 磁场 的 洛 伦 兹 变换 
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E'.e=E.e, 

E’.e,=7YLE.e,— yuH. (eXe,)], 

放生 Ee (4.1.14) 
H+.e=H':e, 


H’ .el=7YLH.e,t+euE. (eXe,)]. 
上 式 表明 ,所 谓 的 电场 和 磁场 是 会 因 参 考 系 的 变化 而 发 生 转 换 的 ,但 是 从 四 电磁 源 
的 洛 伦 兹 变换 却 表明 , 当 参 考 系 变换 时 虽然 四 电磁 源 的 标 部 和 矢部 之 间 会 发 生 转 
换 ,但 是 其 中 的 电 性 的 源 p,,j. 和 磁性 的 源 p,,j。 之 间 却 不 会 发 生 转换 . 


四 、 场 对 源 的 作用 力 
四 电磁 场 G 对 处 于 其 中 的 四 电磁 源 J 作用 的 四 元 力 密度 从 理论 上 推测 应 为 
F= 去 (CGJ 一 7G). (4.1.15) 


之 所 以 推测 为 两 项 之 和 是 因为 两 个 四 物理 量 相 乘 不 具有 交换 性 , 故 让 两 种 次 序 的 
乘积 各 占 一 半 的 权重 . 
推测 出 (4. 1. 15) 式 的 另 一 个 原因 是 它 的 洛 伦 兹 协 变性 , 这 是 因为 
(G'D)’ = MGIM M'JM = MICGJ)M， 


(1G)’ = M'J'MMGM = Mi' (ST'OM. 
和 
F = MIFM. 
所 以 在 不 同 的 惯性 参考 系 中 (4. 1. 15) 式 的 形式 不 变 . 将 (4. 1.15) 式 展开 得 


F= CCicgs +g')(icp 二 站 十 (ico' 二 J" ) (icgo 十 g)] 


一 去 [eegy —p'g) +iee ig 
十 ic(p"g 一 pg ) 十 ic(goj —gs +i Xg—g' Xj. 
再 把 (4. 1. 11) 和 (4. 1. 12) 式 代 和 人 上 式 得 到 
F =icuph — espre) + Lj Etjs* H) 


+ pohjs—eoejmtpE tonH+poj. XH—eja XE. (4.1.16) 
在 前 一 章 中 已 经 证 明 ,四 元 力 的 标 部 和 矢部 必然 存在 着 关系 式 


Fs= 了 Fy. 
C 
由 (4. 1. 16) 式 知 


Fs = cpuph — poe) + LO Etj* H), 
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了 “Fy= Ly » (pohj. — eoej») 十 二 * (peE + pnH). 


消去 相同 的 项 后 得 到 
(ec — Vv) (popeh — eopne) = 0. 
由 于 荷载 着 电荷 p. \ 磁 荷 p 的 物质 的 速度 v 不 可 能 达到 时 空当 量 c ,因此 必定 有 
joprh — eopne = 0. (4.1.17) 
此 式 一 方面 表明 了 电荷 磁 荷 密度 与 他 们 所 产生 的 四 电磁 场 的 标 部 存在 着 一 个 制约 
关系 , 另 一 方面 也 使 场 对 源 的 作用 力 密度 ((4. 1. 16) 式 ) 简 化 成 了 


F= (jEtja* HtpEtpHt+oj. XH-ejn XE. (4.1.18) 


它 与 四 电磁 场 的 标 部 。 和 h 无 关 . 这 就 是 在 假定 磁 荷 存在 情况 下 的 洛 伦 兹 力 密度 
的 公式 . 


8$ 4.2 电磁 场 的 波动 方程 


一 、 电 磁 势 
电磁 场 可 以 用 另 一 种 物理 量 来 描述 , 称 作 电磁 势 . 四 电磁 势 用 
= ipta (4.2.1) 


表示 ,其 标 部 中 的 p 称 为 电磁 标 势 ,其 矢部 a 称 为 电磁 矢 势 . 它们 普遍 地 都 是 复 的 ， 
写成 


= 9. + icyogpm» 
二 和 (4.2.2) 
a = a, ioan. 
由 场 来 定义 出 势 
G= 口 '4. (4.2. 3a) 


把 (4.2.1) 和 (4. 2.2) 式 代 人 (4. 2. 3a) 式 并 展开 得 


hietmH— ip = (Tatv) ip.— mp to,+ ic) 


ca 
—— 19p._ ipapr_y. i 四 
cz Bt c a Ya 一 ieY "an 
iaa. da 


i pS 
ca La +t Ve po Von t+V Xa ti VXan. 


得 到 (4. 2. 3a) 式 的 分 量 形式 
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Loh =—V .oa 一 二 22-， 


cf ot 


1 dpn 
ae=V .ao 十 二， 


区 (4. 2. 3b) 
a 一 aa 一 二 

二 

Vp 和 VX 


用 (4. 2. 3a) 式 从 场 来 定义 势 并 未 能 把 势 完全 确定 下 来 ,因为 任 取 一 个 满足 达 
朗 贝 尔 方程 的 时 空 函 数 y, 有 
Ily= (WW 一 喜庆)y=0. 
由 于 
D(A- = "A+tlSly= "A. 
因此 ,用 A 还 是 用 A 一 忆 y 作为 电磁 势 , 对 场 不 会 造成 任何 影响 . 也 就 是 说 ,表达 同 
一 个 电磁 场 的 电磁 势 可 以 相差 到 任 一 个 满足 达 朗 贝尔 方程 的 函数 的 四 梯度 . 


二 、 势 的 波动 方程 


用 算 子 一 中 作用 于 (4. 2. 3a) 式 的 两 端 ,有 
-6G=-—- 吕 OA=IoIA. 
由 电磁 场 方程 ((4. 1. 5) 式 ) 得 到 电磁 势 应 满足 二 阶 导 数 型 的 波动 方程 


ISlA = 一 mJ. (4.2. 4a) 
其 分 量 方程 则 是 
[fe 
[9 Eo 
(去 芝 )|“ =— | (4.2.4b) 


gojn 
与 现行 的 电磁 理论 作对 比 :在 现行 的 电磁 理论 中 ,电磁 势 是 由 (4. 2. 3b) 式 的 后 
两 式 定义 的 . 为 了 导出 电磁 势 所 满足 的 波动 方程 ,需要 在 标 势 p 和 矢 势 a 之 间 规 定 
一 个 制约 关系 , 称 为 规范 . 不 同 的 规范 将 导致 不 同形 式 的 势 的 方程 . 通常 选择 的 规 
范 是 


V.atS22=0. (4.2.5) 
Pt 3 
称 为 洛 伦 兹 规范 ,或 称 为 洛 伦 兹 条 件 . 在 选取 洛 伦 兹 规范 后 也 导出 了 形 如 (4. 2. 4b) 
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式 的 波动 方程 . 

从 四 元 数 电磁 理论 导出 电磁 势 的 波动 方程 (4. 2. 4b) 时 ,除了 电磁 场 方程 
(4.1.5) 尚 带 有 推测 性 外 ,不 再 附加 任何 人 为 的 条 件 , 而 现行 的 电磁 理论 所 作 的 洛 
伦 兹 规范 ,从 四 元 数 电 磁 理 论 来 看 实际 上 就 是 把 四 电磁 场 G 的 标 部 


Gs = icg。 = /oj 一 Le 

人 为 地 规定 成 了 0, 不 再 留 下 任何 讨论 的 余地 . 然而 在 四 元 数 的 电磁 理论 中 ,Gs 的 
取 值 还 是 应 该 进一步 讨论 的 . 

三 、 场 的 二 阶 导数 波动 方程 

电磁 场 方程 (4. 1. 5) 是 一 阶 导数 的 . 用 算 子 写 作用 于 它 的 两 端 ,导出 了 电磁 场 
G 所 满足 的 二 阶 导数 波动 方程 

人 OG =1 llc = m SS. (4.2.6) 

展开 上 式 的 右 端 , 则 


名 J= 一 人 +v) (ip, — Zo tj. +a) 


cat 


= 8 二- ao 本 
ar + a artY iba 类 


0’ EA 
2 a =V。 
(v 本 ar? ) Vv J ta (4.2.7) 
Pb Ye vxi SS 
(下 一 言 部 )E= 二 Vow + Xj 


人 -去 六 )- 寺 w+ vy xi 
(4. 2. 6) 和 (4. 2.7) 式 表明 ,只 要 推测 的 电磁 场 方程 (4. 1. 5) 是 正确 的 ,那么 电磁 波 
传播 的 速度 就 是 时 空当 量 c. 速度 是 时 空当 量 c 时 ,就 不 会 因 惯性 参考 系 的 变换 而 
变化 ,于 是 电磁 波 速 在 不 同 的 惯性 参考 系 中 保持 不 变 就 是 电磁 理论 的 必然 结论 . 也 
由 此 得 到 ,只 要 测量 出 真空 中 的 光速 ,也 就 知道 了 时 空当 量 c. 


四 、 电 磁场 方程 的 实践 检验 
从 实践 中 总 结 出 来 的 电磁 场 方程 是 麦克 斯 韦 方 程 组 ,把 推测 出 的 电磁 场 方程 
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(4. 1.5) 与 麦克 斯 韦 方 程 组 对 照 ,得 到 以 下 认识 : 
(1) 四 电磁 场 G 的 四 梯度 与 四 电磁 源 j 了 的 比例 常数 
po = 4x X 107 N/A?. 


它 就 是 真空 的 磁 导 率 , 而 es 一 一 ;就是 真空 的 介 电 和 数 ,其 中 < 是 时 空当 量 ,由 测量 


真空 中 的 光速 而 知晓 . 
(2) 四 电磁 场 C 标 部 中 的 。 和 满足 


Be _ ho 
| Bt (4.2.8) 
Ve = Vh = 0. 


即 e 和 A 是 与 时 空位 置 无 关 的 常数 . 
(3) 从 而 电荷 和 磁 荷 是 守恒 的 


|，， ape。 
VY + 党 =0， 
(4.2.9) 
Vj + 一 0. 
四 元 数 电 磁 理论 指出 电 、 磁 荷 守重 的 规律 只 是 电磁 场 方程 的 推论 之 一 ,这 样 就 把 建 
立 电磁 理论 所 要 依据 的 实验 规律 减少 到 了 最 低 程度 ,同时 也 就 让 人 们 获知 了 不 同 


的 实验 定律 之 间 的 内 在 联系 . 
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电流 元 之 间 相 互 作 用 力 的 规律 一 一 安培 定 dh 
律 是 电磁 理论 的 主要 实验 依据 之 一 . 电流 元 hi 
dh 对 I.dls 的 作用 力 和 I.dl; 对 Ldh 的 作用 人 
力 分 别 为 pe 
fu = ww Tadls X [ldh x Cr,—r)], 
4 Ir—nl’ 太 Y 
fn 一 朱 Ldh x Lhd x (nor)] 4 


图 4. 1 明显 地 示意 了 fa 与 有 :并非 反 向 . 难道 是 牛顿 第 三 定律 在 电磁 规律 中 并 不 
适用 ? 否 ! 这 一 问题 启发 了 人 们 不 能 撤 开 电磁 场 而 孤立 地 去 考察 电流 元 ,因为 电 
磁场 也 是 具有 能 量 和 动量 的 . 


一 、 场 的 能 量 和 能 流 密度 
考察 四 物理 量 
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S= EG'G. (4.3.1) 
2po 
把 右 端 乘 开 为 
_ | 1 i 
S= (te poH EE) (po Te tH rE) 


= Eh toe tH teE)+hE -e+EXH 


一 ic(uw 十 xz 十 S 十 5. (4.3.2) 
其 中 
| 守 ee + poh?), dy 
So = -a 
和 
ct 2 
2 Se (4. 3.4) 
S=ExXH. 
用 算 子 名 作用 于 (4. 3. 2) 式 ,考察 其 标 部 
(Ss)s= NO 
Quo 
=y. S 二 2 各 十 Y。 s+ 辣 . 
把 电磁 场 方程 (4. 1. 和 是 与 时 空 无 关 的 常数 , 故 得 
V， “Stamhy. “EeV.H=hl:—el"=0, (4.3.5) 
Eo po 
Bu an GE .HE. 
V's+te = pH-. 守 teoE. 人 +(V XE) H—-E.VXH 
=—j.*E-j.*.H=—r'./f. (4. 3.6) 


(4. 3. 6) 式 是 电磁 场 具有 能 量 以 及 能 量 随 着 电磁 波 的 传播 而 传播 的 体现 . 其 右 
端的 项 "。 了 是 电磁 场 对 处 于 场 中 的 带 有 电磁 源 的 物质 单位 时 间 内 所 作 功 的 体 密 


度 ,因此 根据 能 量 守恒 原理 ,号 应 是 电磁 场 单位 时 间 内 所 具 能 量 密度 的 增加 ,而 


VS 则 是 单位 时 间 内 通过 单位 体积 表面 由 内 向 外 流出 的 电磁 场 的 能 量 . 所 以 
(4. 3. 4) 式 中 的 u 是 电磁 场 的 能 量 密度 ,S 是 电磁 场 的 能 流 密度 ,而 (4. 3. 1) 式 中 的 
S 称 为 电磁 场 的 四 能 流 密度 . 


二 、 场 的 动量 和 动量 流 密度 
用 nn 表示 三 维 空间 中 任 一 固定 方向 的 单位 矢量 ,考察 四 物理 量 
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到 = 2 GinG. (4.3.7) 
Zo 
由 
nG= n (ph— etmH— LE) 
= 一 (wmH— FE): 严 十 (th — Fe)n tnx (mH— EE) 
可 得 
Sd Ry ig)][- — ig). 
“(ete) (ont ke)][ Ga- ij 
| dl: 
+ (ph Ee )n tnx (nH rE)| 
三 ThE —eH—ExXH).: + 二 (eoe + poh’ — eoE: — po Hn 
— (geB +pohH) XntelE. DE+(H: MH 
= icyo。 严 十 Wo 一 icw :no y,. (4.3.8) 
其 中 
yo = FUE—eH) = Js,, 
c c (4.3.9) 
Yo = uon — (eoeE + pohH); 
1 1 
= 了 EXH= 二 5, 
y 四 加 (4.3.10) 
Wy» = un — TeolE: mE+(H.: mH. 
用 算 子 刍 作 用 于 (4. 3. 8) 式 的 两 端 ,考察 其 标 部 
~ i 9 
(OY,)s= [(- 志 芳 一 Vv) diew "有 十 wo 一 icy“。 严 一 vl 
= Ve yet yy. 
t at 
有 
aCw .mm an —e aE 
Vy 十 全 移 = [ee(V xX E+ Br tih(V XH-e i)]" 
= (evejn — pohj.) n= 0; (4.3.11) 
和 


-Ve = (pEtpHt+ji XH-ejs XE) en 


gy (4.3.12) 
(4. 3. 12) 式 的 右 端 f* n 是 电磁 场 对 处 于 场 中 单位 体积 内 带 有 电磁 源 的 物质 在 
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方向 所 施加 的 作用 力 ,因此 根据 动量 原理 , 左 端 的 项 站 业 就 是 电磁 场 在 单位 体 
积 内 所 具有 的 n 方向 动量 的 增加 率 ,而 项 V .wy 是 单位 时 间 内 通过 该 单位 体积 表 
面 由 内 向 外 流出 的 电磁 场 的 n 方向 动量 . 于 是 量 y 是 电磁 场 的 动量 密度 ,yw, 是 电 
磁场 在 n 方向 动量 的 流 密度 ,而 下 则 是 电磁 场 n 方向 动量 的 四 动量 流 密度 . 
归纳 上 述 各 式 ,电磁 场 对 电磁 源 所 施加 的 四 洛 伦 效力 的 密度 可 以 只 用 场 量 表 
示 成 
F= ,7J+ 


一 [SG'Os + (SG'iG)si+ (SG'jG)sj + (SG'KG) sk]. 
oa 


(4.3.13) 
8$4.4 电磁 场 的 推迟 形式 
一 、 势 方程 的 积分 形式 
电磁 势 波动 方程 的 微分 形式 是 
1A = 一 mmJ. (4.4.1) 
它 的 积分 形式 是 
A(R) = 佐 ey ee. (4.4.2) 


其 中 积分 的 空间 区 域 V' 是 与 四 位 置 R 的 间隔 |R' 一 RI=0 的 区 域 , 称 为 类 光 区 


域 , 即 
_ 
上 一 上 十 全 | 一， K 一 士 1. (4.4.3) 
(4. 4. 2) 式 中 的 各 个 分 量 是 
pe UD 
gr = pe | de’dy de’, 
ar = 姻 作 天 (2dz'dyrdz'， 
4 |lr 一 | 
下 (rt) 人 
pa lrst) = re] 全 生生 ddydz， 


了 (Cr dr dy de. 


_@ 
g(r 4xy lr—r 


对 于 (4. 4. 2) 或 (4.4. 4) 式 取 其 中 的 一 个 分 量 来 加 以 验证 . 由 
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WE = pr 1 十 Yocr st ) 


[二 r=el = 
yy 1 K ap(r’,t) YIr 一 六 |， 
Sor tI VEPI te Ey [FF 二 7 


VA pr Ve + 2 Vp VL + 


Ir—r| Ir 下 一 


=pr Vv ta Kap yD .vy 1 


[r= 和 at Ir—A| 
二 区 Bot Yir 一 中 上 有 oplr't) (Vr—r'l)’ 
c Bt Tr 二 mr 二 Bt Ir—=r"] 
; 
=— 4xpCr' st 0a80 一 上 十 发 ET DN 
Bt Ir—rT 
故 得 
:1@ or )__ ，， 
(V: -3 Ee 全 2 dnplr’ st ) dr —r). 
上 述 运算 中 应 用 了 
Vir-rD) vi = rs 
Pd Fr 
V: ror| _ 2 
-一 全 = 一 一 一 ， 
| 一 ”| Ir—r| 
(Vir—r|): = (VIr—r|). (VIr—r|)= 1, 
K:=1. 
这 样 
,10 Ee »_ 1 9 \p(r,t) 一 Cr) 
(7 jw 4 (Va ED Pdz dy de Gr 


对 于 gn,a。 和 人 完全 类 似 地 可 以 验证 . 
电磁 势 (4. 4. 4) 式 中 的 标 势 p 和 矢 势 a 间 还 存在 着 联系 . 计算 a 的 散 度 


VarD 一 各国 生 aaydz. 


r| 
由 
Eg 全 Kajr we) ,vr—r| 
Vv* = trp Wat at Ir—rT 
VD jy 1 Yjr,t) 
ir—rT Ir—r'| |r 一 ”| 
jv ti 
Ir—rl lp 


KajAr st) Vilror| 
A 
< oar 一 去 


以 上 运算 中 ,三 个 算 子 V,V 和 Vi 的 不 同 之 处 在 于 ,V 是 对 r 作 用 ,V 是 对 r 作用 ,而 
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Vr 是 在 对 r 作用 时 应 保持 :为 常数 . 由 于 


" Fm A | Vl le Ver 
因此 
A I(r) fy 4 ir,t) 
Ys Ir—rl Vv. r=rT + Ir—r| “ 
得 到 


1 99. po {fF 
Y TE a 4x llr—rT 


-Vv: 4 2 ar’dy' de’ 


[We + ] 


术士 pr 
到 We ee dzrdydz 一 包 了 .ds 
4 Ir—r] dr 


Ir—rT 


= 0. 
上 式 中 第 二 个 等 号 后 面 的 前 一 项 是 因为 电荷 守 便 定 律 而 等 于 0, 后 一 项 是 因为 面 
积分 区 域 S "是 空间 区 域 V“ 的 表面 ,而 已 包含 了 所 有 的 电磁 源 ,所 以 S' 上 j. 一 0. 
同样 可 证 


V .ons 十 十 22 =0. 


cz Bt 
所 以 (4.4.4) 式 所 示 的 电磁 势 是 已 经 满足 了 洛 伦 效 规范 的 . 
二 、 场 方程 的 积分 形式 
电磁 场 的 二 阶 导数 波动 方程 是 
11c = pS]. (4. 4.5) 
与 势 方 程 (4. 4. 1) 式 对 照 知 其 积分 形式 是 
G(R) = 一 包 [CR 和 -eraydz (4.4.6) 
hx. Ir—r 
其 积分 的 空间 区 域 V' 仍 是 类 光 区 域 . (4. 4. 6) 式 的 分 量 形式 则 是 
】 reer 十 二 EYE 6 yx jr se) 
E(r,t) = Te r=rT dz dy dz ， 
TVoncr'e)+ 雪 ao- jn WXjr st) 
H(t) =—7 dz’dy dz’. 
po 7 
(4.4.7) 


由 于 
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pr st’) ,1 1 Yocr it 
VE pr VT Pt [rr 
rn 1 Yelr',t) opr tO YIror|, 
= pr VT er Ir—r| + Ir—r| 
v xn 2 =— jr ) XV 人 性 
1 VXj(r,t) Kaj(r,t) > VIr—r'| 
= XV rt rr hs at [一 7 “ 
这 里 ,要 注意 的 仍然 是 , 算 子 VV 作用 时 要 把 宗 量 中 的 当做 常数 ,而 算 子 V 作用 时 
既 要 对 宗 量 中 的 r 作用 ,还 要 对 宗 量 :中 的 r" 作 用 ,由 上 两 式 得 到 
Vio(r lt) ver a —r 年 Kaplr—r) rr 


Ir—r"| Ir—rT -er 让 rl “© Bt |r 一 cr 
XJ = VI IN XE 
Ir—r"| rr Ir—rl 
Kailr 9 x rr 
c at 一 
将 它们 代入 (4. 4. 7) 式 得 到 由 lt 
ee a —r _ Keap(r yt) ror 
E(r,t)= 去 由 [ac tt) FR Ey rT 
i 1 a | rr 
2 三 da dy dz 一直 EALEAL EET 
_ Kajanr yt) ror EP 
a x a dy'dz'; (4.4.8) 
—r _ Kopn(r,t) ror 
有 Cr, 一 起 由 [ev OE 
_A@jnlr,t) 1 RA 去 7 一 六 
er | Tj] dy'de’+ [x EE 
_Kajlr tt) rr 
Xi = ae dy de’. (4.4.9) 
导出 上 式 时 应 用 了 


T Vv av 加 fe 和 全 as =0, 


exter 人 xds’ =0. 


电磁 场 的 积分 公式 (4. 4. 8) 和 (4.4.9) 式 也 可 以 直接 通过 G= 品 "A 从 (4.4.4) 式 中 
推导 出 来 ,但 因 这 一 运算 过 程 也 较 烦 琐 , 故 略 去 了 . 


三 、 推 迟 势 或 场 


在 电磁 势 的 积分 公式 (4. 4.2) 和 (4. 4. 4) 式 以 及 电磁 场 的 积分 公式 (4. 4. 6) 式 
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或 (4.4.8)、(4.4.9) 式 中 ,时 空位 置 R 所 处 的 势 或 场 是 与 类 光 区 域 ( IR' 一 RI = 二 0) 中 
的 所 有 R' 处 的 电磁 源 相 关联 的 . (4. 4. 3) 式 又 表明 . 在 类 光 区 域 中 ,R' 又 分 :==: 一 


中 < 和 全 (十 上 = 站 >t 两 种 情况 . 在 物理 意义 上 两 种 情况 有 着 重大 的 差 


别 :t<t 意味 着 ~ 处 的 势 或 场 是 与 r 处 以 前 的 源 相关 ,这 样 源 是 因 , 场 是 果 ;t 
意味 着 r 处 的 势 或 场 是 与 ~ 处 后 来 的 源 相 关 , 这 样 场 是 因 , 源 是 果 . 应 该 使 用 哪 一 
种 情况 呢 ? 

事实 上 源 与 场 熟 是 因 , 熟 是 果 要 视 人 们 所 考察 的 具体 问题 才能 确定 . 当 人 们 研 
究 电磁 的 源 如 何 激发 电磁 场 时 ,应 该 源 是 因 , 场 是 果 . (4. 4. 2) 或 (4. 4. 6) 式 中 应 使 
用 :<i 的 情形 .这 时 相对 于 源 而 言 , 场 是 沾 后 的 , 故 名 为 推迟 势 或 推迟 场 . 推迟 势 
或 推迟 场 的 具体 形式 是 


时- 二 
wD = 直上 
，1 / r-r 
天 [有 二 二 
ar = 全 人 J 
4 A 
| | (4.4. 10) 
rr 
(7) = e 亿 人 J 
os dnpo |r 一 ”| 
ja Rk Ir—r’| 
Fi 
an(r = 加 ( < 人 
x 一 
以 及 
， Ll 
1 人 1 (| 
E(r,t) = » dV 
i 区 让 国 ED / 
ajn (rst ) 
ts /一 1 Lav, (4.4.11) 
了 i 
Opn [rT 一 一 FP 
1 1 bi ( c ) 1 ( c ) 1 
H(r,t) = 3 dV 
Co dnpo 区 J cot 下 cot i 
/ 1 
I A (i 
+ » + Wz 4.4.12 
x. 六 人 二 )x 记 cat A 8 > 


其 中 1=r 一 r. 推迟 形式 的 电磁 场 (4. 4. 11) 和 (4. 4. 12) 式 可 以 称 为 广义 的 库仑 定 


$4.5 电磁 场 的 同时 形式 67 


律 和 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 . 


$ 4.5 电磁 场 的 同时 形式 
电磁 场 的 推迟 形式 表明 ,处 的 电磁 源 所 激发 的 电磁 场 是 以 时 空当 量 的 速 
度 ,经 过 了 必 一 | 的 时 间 传播 至 ”处 的 ,这 就 否定 了 历史 上 曾经 出 现 过 的 超 距 作 
用 的 观点 . 然而 场 与 源 的 关系 也 可 以 用 同时 形式 来 描述 . 
把 ?一 二 时 刻 的 源 量 ” 和 在 4 时刻 作 泰勒 展 开 


必 er 区 -是 革 ， 


tn!l a 
1 Ll 
Blrt 一 一 四 + / n 
| ( 可 ew), 
1 (4.5.1) 


Wen nc 


esr 1 
ai 人 i el 2 (- 2 
a OP 区 天 所 
将 它们 代入 推迟 场 的 公式 ,得 到 同时 形式 的 电磁 场 
| /yl DT pr vs 
ECr,t) 到 有 [ert 1 
(一 1 arijlr',t) 
4 一 2)1 cor™i 


Ms (一 了 一 ofar'st) sg] i 
3 We ,DX 二 + 1 a X Hav’, 


I™ Jav’ 


1 (—D™ par ,ts 
Hn) = mir [e+ 二 1 


(—D"™! BJCr it) ,3 w 
二 je 
> (n—2)! cat™! ! jv 


， 2 Lj CD Brj ri、 5 
| i DX 让 + 刀 ERB x1 中 ty- 
(4.5.2) 
对 于 同时 形式 的 电磁 场 , 可 以 作 如 下 的 诠释 :r 处 t 时 刻 的 电磁 场 由 r' 处 同一 
时 刻 t 的 电磁 源 的 各 种 时 变 率 产生 . 由 于 电 或 磁 的 流 的 连续 性 方程 
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. /十 里 = 
V: 7 二 at 0 


指出 , 荷 的 "十 1 次 时 变 率 与 流 的 ”次 时 变 率 相 关联 ,因此 可 以 流 的 时 变 率 作 准 , 称 
流 的 n 次 时 变 率 产生 了 n 次 场 ,而 总 的 电磁 场 是 由 各 次 的 场 释 加 而 成 的 : 


El(r,t) = >) [LE (ro) + E'™ (r,t)], 


Pl 


(4.5.3) 
H(rt) = DLHO r,t) + HY r,t)]. 


其 中 
ECrD) = er) Fav’, 
a dneol Pe Ls 


Er = LD 0 [St rr Jav’, 


4reo n(n — 2)! cat™! at 


; Ee Ei 
Hs? (r,t) = ti 34 dV ， 
(0) Pg | Ne 
BO ST Jr X LldV’. 
(4.5.4) 
和 
HT r,t) = zl (7,0 avy’, 
daz)” i 
Cm) i DE so [i Bon(r Di ee , 
HAD) 一 pr si = [ tj ‘Olav 4 
gm 至 二 El / 4 
Eo™ (r,t) jnlr ,tt)X 碾 Lay’ 四 
Km RE | ja 
E'™ (r,t) pe Cr X LldV’. 
(4.5.5) 
各 次 的 场 ((4. 5.4) 和 (4. 5.5) 式 ) 满 足以 下 关系 
El? = 0， Hi? 一 0， 
VE®=&, VE2=0, 
Eo 
三 三 
V.H9 =0， V .Ho =0, 时 人 
VXE® =0, VX E+ po Bi 0 
© ‘© 
VX HY? 一 eo 2 =j., VXH®—e, SO 一 0 


384.5 电磁 场 的 同时 形式 69 


Hs™ 一 0， Ei™ 一 0， 
VBT =， V .He =0, 
ko 
V*E”™"=0, V:E”™=0, (4.5.7) 
Gm) vt 
VxH” =0, VXH®—e DE 一 0， 
aH™” > 要 aH™ 
VX Es™ +po a =— jas VXE™" + a =0. 


(4.5.4) 式 至 (4.5.7) 式 中 二 2,3,4,…. 其 中 (4.5.6) 和 (4. 5.7) 式 表明 ,虽然 由 电 
荷 电流 和 磁 荷 磁 流 激发 的 场 最 终 是 倒 加 在 一 起 形成 总 的 电磁 场 ((4. 5. 3) 式 ) ,但 是 
电 和 磁 的 源 各 自 激发 场 的 规律 却 是 独立 的 , 互 不 干扰 ,而 且 两 者 是 完全 对 称 的 , 至 
今 , 磁 单 极 尚未 找到 ,因此 在 本 节 的 下 文中 只 就 由 电荷 电流 激发 的 电磁 场 来 讨论 . 
由 于 场 的 次 数 与 流 的 时 变 率 相对 应 ,于 是 可 以 从 流 的 低 次 时 变 率 逐步 向 高 次 
时 变 率 来 讨论 ,这样 也 大 致 与 人 们 对 电磁 规律 的 认识 过 程 相 一 致 ， 
(1) 电荷 不 随时 间 变 化 , 且 /一 0, 这 时 


ee We 
Ek =E(r) = 去 册 er ) av'， a 
H(r,t) = 0. 
这 就 是 静电 场 , 人 们 首先 发 现 的 也 就 是 这 个 库仑 定律 . 
(2) 电流 不 随时 间 变 化 , 即 38 一 一 Y * 7 一 常数 ,这 时 
E(r,D = Ei(r,t) = He? av'， 
(4. 5.9) 


于 (r, = Halryt) = i? x dV. 
醋 加 


(4. 5. 9) 式 的 上 式 是 库仑 定律 的 直接 推广 ,其 适用 范围 是 电荷 最 多 只 能 随时 间 线 性 
变化 . 下 式 即 是 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 . 


如 果 电 流 并 非 稳 恒 , 即 V，j 二 一 密 关 0, 这 时 
出 现 了 . 
(3) 电 流 随 时 间 线性 变化 , 即 蚤 一 常数 关 0, 这 时 
El(r,t) = Ei(r,t) + Ei (r,t) 


| yd_1lopr D1 _ alr,t) 11 
=- 三 由 ee 2 2 ca 1 ea TV, 


eoBE 
9t 


关 0, 表 明 位 移 电 流 已 经 开始 


[HCD = Habre) = Ei x 让 av. 


(4.5.10) 
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(4. 5. 10) 式 的 下 式 是 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 的 直接 推广 ,其 适用 范围 是 电流 最 多 只 能 随 
时 间 线性 变化 . 上 式 则 表明 ,此 时 即使 是 推广 了 的 库仑 定律 (4. 5. 9) 式 的 上 式 也 不 


够 了 ,原因 在 于 po 8 红 关 0, 表 明 已 经 存在 了 涡 放 电场- 


(4) 电流 只 存在 较 低 几 次 时 变 率 : 

用 同时 形式 的 场 积分 公式 只 需 计 算 少 数 几 次 场 ,优点 是 明显 的 . 不 过 在 实践 
中 ,除了 静电 场 . 稳 恒 电 场 和 稳 恒 磁场 外 ,这 种 情形 还 未 曾 多 见 . 

(5) 源 和 场 谐 变 的 情形 : 

(4.5.4) 和 (4. 5.5) 式 表明 ,在 总 场 的 各 次 场 中 , 场 每 高 一 次 就 增加 了 一 个 因子 


wl 7 
一 一 2x 一 。 
党 A 
其 中 的 w 是 角 频 率 ,4 是 波长 ,可 以 根据 这 个 因子 的 大 小 分 不 同情 况 来 处 理 . 
a, 似 稳 情 况 : 


2 «1 (4.5.11) 


称 为 似 稳 条 件 . 似 稳 情 况 下 只 需 计 算 最 低 次 的 场 . 这 种 情形 既 为 似 稳 电 路 中 基 尔 霍 
夫 方 程 组 的 建立 提供 了 理论 依据 ,也 适用 于 谐 变 场 中 近 区 场 的 计算 . 
b. 远 场 情况 : 


2rL>1 (4. 5.12) 


称 为 远 场 条 件 . 当 考 虑 局 限 在 较 小 范围 内 的 振荡 着 的 电荷 电流 源 向 远 处 辐射 的 电 
磁场 时 就 属 这 种 情况 . 这 时 用 场 的 同时 形式 远 不 如 用 场 的 推迟 形式 来 得 方便 ， 
c, 中 间 情 形 : 
介 于 前 两 种 情形 之 间 的 中 间 状 态 ,例如 
2x 荆 31. 
目前 对 于 这 种 情形 的 讨论 还 不 多 . 可 以 设想 ,如 果 需 要 对 谐 变 场 中 进行 中 区 场 的 计 
算 ,那么 同时 形式 场 的 公式 也 为 考虑 这 类 问题 提供 了 可 能 性 . 
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磁 单 极 是 否 应 该 存在 ? 电磁 规律 对 电 和 磁 应 不 应 该 具有 对 称 性 ? 这 是 一 个 物 
理学 中 存在 已 久 ,至 今 仍然 没 能 解决 的 问题 . 现在 ,人 们 仍然 不 辞 辛劳 ,孜孜 不 倦 地 
从 理论 上 研究 磁 单 极 ,在 实践 中 寻找 着 磁 单 极 . 

人 们 比较 相信 磁 单 极 应 该 存在 . 电磁 规律 将 因此 而 具有 完美 的 电 和 磁 间 的 对 
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称 性 ,而 且 , 如 果 存 在 着 磁 单 极 , 那 么 电荷 为 什么 是 量子 化 的 问题 也 就 有 了 答案 . 可 
是 时 至 今日 人 们 却 没 能 找到 过 磁 单 极 ! 虽然 有 个 别 实验 室 曾 经 宣称 发 现 过 磁 单 
极 , 但 一 直 得 不 到 人 们 的 公认 . 现行 的 电磁 理论 不 得 不 仍然 把 磁 单 极 并 不 存在 、 恒 
有 pm 二 0,jm 二 0 作为 客观 事实 依据 . 

为 什么 磁 单 极 不 存在 ? 本 节 从 理论 上 作 些 分 析 . 

电磁 现象 的 主要 规律 有 :电磁 的 源 产 生 电 磁场 的 方程 


OG = plJ. (4. 6. 1a) 
电磁 场 对 电磁 源 施 加 的 作用 力 的 密度 
F= 到 (CCJ 一 7)， (4.6.2a) 
由 电磁 场 引进 电磁 势 
G= 口 'A. (4.6. 3a) 
则 电磁 势 满足 方程 
1SlA =— pu (4. 6, 4a) 


现今 的 电磁 理论 是 把 电磁 的 源 分 解 成 电 的 源 和 磁 的 源 , 电 磁场 分 解 成 电场 和 
做 场 ,电磁 势 分 解 成 电 的 势 和 磁 的 势 . 即 把 它们 分 别 表示 成 


1 了 3 
si 
J = io 4 了 Ze 
G= ph— zetmH— iE, (4.6.5) 


A= Lp, pp 
这 样 ,(4. 6. 1a) 式 至 (4. 6. 4a) 式 的 分 量 形式 分 别 成 了 


.E 一 ea 二 请 
VE eo” 
V.Ht+e ee, 
at po 
| (4.6.1b) 
GaH 二 
VXEtm S$ 十 We 一 一 六， 
ag 
eBE4vj, 
VXH-e sr tVh= 
f=pEtpH+j. XH ej, XE, 
Tr. = TU Etj. EH), (4. 6. 2b) 
Eopne — poprh = 0; 


1 agp: 
poh =—V*a = 
1 9p。 
we = Vt 
2 i (4. 6. 3b) 
~ 
Voor BV 
Vo -aa 十 工 
H 一 一 Vp。 a VXa,; 
和 
1 
pe Ey 
18 |pm7. 
(v 大) eg (4. 6. 4b) 
bs ly 
po 
Eojm 


这 样 磁 单 极 是 否 存在 ,p,,j。 是 否 恒 为 0 形成 了 电磁 规律 对 电 和 磁 是 否 对 称 的 
问题 . 

然而 电磁 的 源 、 场 和 势 也 可 以 用 甲 (a) 和 乙 (8) 来 分 解 . 把 电磁 源 分 解 成 甲 源 和 
乙 源 ,把 电磁 场 分 解 成 甲 场 和 乙 场 ,把 电磁 势 分 解 成 甲 势 和 乙 势 , 即 


I Sa | 十 -ea 
J 一 (io pd +j, t ale)e ， 
G= (mp& — Tao + up — Zo)e’, (4.6.6) 


A= (Tp.— pp ta, +igoas)e”. 
其 中 的 9 是 任意 与 时 空位 置 1,r 无 关 的 实 的 常数 ,这 样 电磁 源 、 场 和 势 分 量 形式 的 
方程 , 即 (4. 6. 1b) 式 至 (4.4. 4b) 式 将 变 为 
ap 2, 


Veep Bt Eo 


Vpte =, 
A (4.6.1ec) 


[VXatp B+ve =—j, 


VXp-e +tve 一 了 
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f=pat+pBtipj. XP—ejs Xa, 
Ee 
二 cj at+js*P), 


Eops ao — popoBo 一 0; 


cz Bt 
ax = 一 V 一 中 一 上 YXxo， 
有 一 一 VY; -+ lL VXa,; 
和 
1 
[外 [ze 
( :一 支 茹 ) 4 | lj, 
© or) |m 站 
而 三 
Leo7p 
其 他 如 场 的 能 量 密度 和 能 流 密度 分 别 是 


S 


场 的 动量 密度 和 场 动 量 在 空间 任意 方向 分 量 的 流 密度 则 分 别 是 


Ss 
VW 


= 


= 二 (oo + joP)n— [Lela n)at pp: n)p]. 


f 宇 (oF 十 有) = 二 (eee + pp), 


=ExXH=axp. 


ExH- Saxp, 


leE: 十 po Hi)n— [eo(E*: ME+p(H. n)H] 


(4.6. 2c) 


(4. 6. 3c) 


(4. 6. 4c) 


(4.6.7) 


(4.6.8) 


以 上 讨论 表明 , 当 电 磁 规律 用 甲乙 场 来 表述 时 ,引发 的 将 是 对 甲 和 乙 是 否 对 称 
的 问题 ,或 者 乙 荷 乙 流 是 否 恒 为 0 的 问题 . 因此 讨论 电磁 规律 是 否 具有 电 和 磁 间 的 
对 称 性 与 是 否 具 有 甲 和 乙 之 间 的 对 称 性 两 者 是 完全 等 效 的 . 
电磁 与 甲乙 之 间 的 关系 是 


fr 一 pecosb 十 支 osinb， i 


pa = oncosb 一 Guopcsing， ja = pavs 


(4. 6.9) 
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ao = ecosbg 十 cuohsing, Ga = Ecosb + cyo Hsing, 
二 1 (4.6.10) 
B= hcosg 一 一 esing， 有 一 Hcos0— —Esin0; 
uo po 
和 
pe = Jrcosg 十 opogpmsing， qa, = a.cosb+ qoansing, 
| 0 1 ing sb 1 ing (4.6.11) 
二 gncOSO— 一 一 PocSInOy Qs = Qncosl 一 一 一 Q.Si 和 
pp oo? i a bs po n 


倘若 恒 有 oo 一 0, 电 磁 规 律 对 电 和 磁 不 对 称 , 但 是 (4. 6. 9) 式 指出 
人 一 一 Guotanb. 


乙 荷 与 甲 荷 却 按 固 定 的 比例 共存 ,与 荷载 它们 的 客体 无 关 ,电磁 规律 对 甲 和 乙 却 是 
对 称 的 . 
倘若 恒 有 ps 一 0, 电 磁 规律 对 甲 和 乙 虽 不 对 称 , 但 是 (4. 6. 9) 式 表明 


= cyotanb. 


磁 荷 与 电荷 却 按 固 定 的 比例 共存 ,不 因 荷载 它们 的 客体 不 同 而 不 同 , 电 磁 规律 对 电 
和 磁 却 有 了 对 称 性 . 

以 上 两 种 电磁 规律 对 此 对 称 对 彼 不 对 称 的 情形 是 电磁 规律 采用 不 同 的 表述 形 
式 造成 的 ,不 具有 实质 上 的 物理 内 容 , 也 不 是 人 们 所 关心 的 电磁 规律 对 电 和 磁 是 否 
对 称 的 问题 . 人 们 所 真正 关心 的 是 ou 不 恒 为 0, 也 非 恒 与 p, 按 固定 比例 共存 的 状 
态 是 否 有 可 能 出 现 ,这 样 电磁 规 律 不 仅 对 电 和 磁 是 对 称 的 ,对 甲 和 乙 也 总 是 对 称 
的 ,不 会 因 电磁 与 甲乙 之 间 的 变换 使 对 称 性 发 生变 更 . 然而 这 种 对 称 性 是 不 存在 
的 ,也 即 是 说 磁 单 极 是 不 可 能 存在 的 ,原因 在 于 电磁 规律 对 电 和 磁 的 对 称 性 与 电磁 
规律 的 宇 称 变换 不 变性 相 矛 盾 . 

把 电磁 规律 (4. 6. 1a) 式 至 (4. 6. 4a) 式 作 宇 称 变换 ,分 别 为 
-VECr) -m= Ee rt) 
VHD te = pr,), 

a pf (4.6.12) 


VXE(—r,t) + 


Cn) s,s 
En Ve ed dD 


-VXHCOrD -ee ES — 


Vh = j.(—r,0); 
f(r) = pn)E rt) + pn (rH r,t) 

十 poje( 一 rt) XH—r,t)— eja(—r,t) XE(—r,t); 
(4.6.13) 
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E(—r,t) = Vp.( DS 2 + 2 VXas(—r,t), 
ny 轩 (4.6.14) 
jan(— r,t 
H(—7,t) = Vpn(—7,0)— i VXa(—r,t); 
和 
Ef 
rm (一 rr Be. rt) 
2 \ a.(—r,t) j,(— r,t) 
(ae )|=- 人 (4.6.15) 
rt Tp,(— r,t) 
an (一 rt) 下 
Leojn(— r,t) 
在 空间 是 对 称 的 情况 下 
(一 rt) = prt), 了 (一 rt) =— jr,t), 
人 人 ee (4.6.16) 


pm (一 rt) 一 pm(Cryt)， 7 (一 rt) 一 一 Jryt)， 
假定 磁 单 极 不 存在 , 恒 有 pn 一 0,j 一 0, 那 么 电磁 规律 的 宇 称 变换 不 变性 表明 ,各 
场 量具 有 的 宇 称 性 质 是 


E(— r,t) =— E(r,t), 
| (4.6.17) 
H(— r,t) = H(r,t); 
f(—rt) =— f(r,0); (4.6.18) 
和 
71) = gor,t), 
ae( 一 rt) =— a,(r,t), 
(4.6.19) 


Jo (一 rt) = pnr,t) 一 0， 
an (一 rt) 一 一 amCrt) = 0. 

如 果 磁 单 极 存在 ,ov ,7 非 恒 为 0, 那 么 电场 E、 磁 场 HH、 洛 伦 兹 力 密度 f 就 不 
具有 明确 的 宇 称 性 质 , 电 磁 规 律 也 不 再 具有 宇 称 变换 的 不 变性 . 这 正 是 当初 奥 斯 特 
实验 时 一 度 使 物理 学 工作 者 震惊 的 电磁 现象 中 难道 空间 不 对 称 ! 而 安培 用 分 子 环 
流 假说 解释 了 的 问题 . 

需要 说 明 的 是 当今 有 一 些 量子 力学 书籍 中 涉及 上 述 问题 的 阐述 方法 . 量子 理 
论 无 例外 地 都 承认 电磁 相互 作用 中 具有 字 称 守恒 的 性 质 , 但 却 是 以 附加 了 洛 伦 兹 
条 件 


Va+t 广 中 == (4.6.20) 
后 的 二 阶 导数 的 电磁 势 的 方程 
(下 一 译名)4=0 (4.6.21) 


76 第 4 章 电磁 学 


作为 光子 的 波动 方程 的 . 洛 伦 兹 条 件 (4. 6. 20) 和 势 方程 (4. 6. 21) 都 具有 字 称 变换 
的 不 变性 ,于 是 电磁 作用 下 宇 称 必 然 守 便 , 似乎 与 磁 单 极 是 否 存在 的 问题 没有 关 


系 ,其 实 不 然 . 
在 量子 理论 中 ,微观 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 波动 方程 是 用 算 符 
/JE—ap 代替 正 ， 
p 一 ga 代替 访 (4. 6.22) 


而 建立 起 来 的 . (4. 6; 22) 式 的 替代 过 程 事实 上 必须 以 不 存在 磁 单 极为 前 提 . 否则 ， 
一 旦 存在 着 磁 单 极 ,电荷 在 由 磁 单 极 产生 的 电磁 场 中 运动 时 (4. 6. 22) 式 的 代 换 就 
根本 不 对 ,而 且 连 应 该 做 怎样 的 代 换 也 未 能 解决 . 所 以 笔者 以 为 ,现今 的 量子 理论 
书籍 中 ,在 涉及 电磁 相互 作用 时 ,忽略 了 “以 磁 单 极 不 存在 为 前 提 这 句 话 ”. 这 有 可 
能 起 到 了 误导 作用 ,使 人 们 寻找 磁 单 极 的 努力 热情 不 减 . 

通过 以 上 分 析 ,结论 是 电磁 规律 中 电 和 磁 间 的 对 称 性 是 和 电磁 规律 的 宇 称 不 
变性 相 矛 盾 的 ,电磁 规律 的 宇 称 不 变性 已 为 大 量 的 实践 所 证 实 , 因 此 磁 单 极 是 不 可 
能 存在 的 ,至 于 一 根 半 无 穷 长 的 狄 拉 克 弦 的 有 限 处 的 一 端 就 是 一 个 磁 单 极 的 问 
题 ,笔者 以 为 这 只 是 一 个 理论 问题 ,实践 中 是 不 可 能 出 现 的 . ) 


第 5 章 相对 论 性 量子 力学 ( 工 ) 


8$5.1 量子 观念 的 诞生 


19 世纪 末 叶 ,现在 被 称 作 经 典 物理 学 的 基本 规律 已 经 为 人 们 所 掌握 , 力学 以 
牛顿 三 定律 为 基本 规律 ,并 发 展 出 了 一 套 分 析 力学 的 完美 形式 ;声学 则 被 统一 于 力 
学 之 中 . 电磁 学 从 个 别 的 实验 规律 总 结 成 了 完备 的 麦克 斯 韦 方程 组 ,并 由 此 预言 了 
电磁 波 的 存在 ,从 而 使 光学 统一 于 电磁 理论 之 中 . 热学 则 在 四 条 定律 的 基础 上 建立 
了 系统 的 热力 学 理论 ,而 经 典 的 统计 理论 则 进一步 把 对 热 现 象 的 认识 竟 定 在 了 微 
观 元 过 程 的 基础 上 . 经 典 物 理学 已 发 展 得 如 此 和 谐 . 完 美 ,以 致 当时 有 些 物 理学 工 
作者 认为 ,物理 学 当时 拿 不 出 什么 来 给 任何 希望 作出 伟大 发 现 的 人 , 绝 大 多 数 人 都 
相信 ,在 经 典 物理 学 的 大 厦 建立 之 后 ,余下 的 就 只 剩 下 一 些 扫尾 工作 了 . 

然而 大 自然 总 是 按照 自身 的 规律 行事 . 在 物理 学 晴朗 的 天 空 的 远 处 , 却 出 现 了 
两 休 令 人 不 安 的 乌云 .一 条 乌云 就 是 迈克 尔 孙 - 莫 雷 实验 的 结果 , 它 告诉 人 们 ,绝对 
时 空 观念 指导 下 的 物理 学 导致 了 地 球 就 是 绝对 静止 参考 系 的 结论 ,于 是 迫使 人 们 
不 得 不 从 绝对 时 空 观念 转变 成 相对 论 时 空 观 ; 另 一 朱 乌 云 指 的 是 黑体 辐射 实验 的 
结果 (以 及 与 此 关联 的 光电 效应 ,原子 光谱 ,固体 比 热 等 等 问题 ) 与 经 典 物 理学 的 根 
本 冲突 ,迫使 人 们 不 得 不 对 物理 学 的 基本 原理 重新 进行 认识 . 


一 、 光 的 量子 性 


1. 黑体 辐射 

任何 一 个 物体 都 会 通过 其 表面 发 射电 磁 波 而 向 外 输出 能 量 , 对 于 从 外 界 照 射 
在 其 上 的 电磁 波 能 量 也 会 一 部 分 进行 吸收 ,一 部 分 发 生 反射 . 能 够 对 照射 在 其 上 的 
电磁 能 量 全 部 吸收 的 物体 称 为 黑体 . 自然 界 中 绝对 的 黑体 是 不 存在 的 . 然而 在 一 个 
空 腔 的 表面 开 一 个 小 孔 , 因 为 从 外 部 照射 进 小 孔 的 电磁 波 很 少 再 能 有 机 会 从 小 孔 
反射 出 去 ,因此 空 腔 上 的 小 孔 就 是 黑体 的 一 个 很 好 近似 . 

研究 黑体 的 辐射 性 能 ,用 R(T) 表 示 黑 体 的 辐射 本 领 ,其 意义 是 温度 为 了 的 空 
腔 在 单位 时 间 内 ,通过 小 孔 的 单位 面积 向 外 各 个 方向 辐射 出 去 的 各 种 频率 电磁 波 
的 能 量 

dR(T) = rG,T)dy =—r(X,T) dA. (5.1.1) 
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其 中 rtv,T) 是 黑体 辐射 出 频率 为 y 的 电磁 波 时 单位 频率 间隔 内 的 能 量 . 同样 
r(4,T) 是 黑体 辐射 出 波长 为 * 的 电磁 波 时 单位 波长 间隔 内 的 能 量 . 两 者 的 关系 是 
da 


rT = 一 rQ,T) = ra D). (5.1.2) 
实验 测 出 的 结果 如 图 5. 1 所 示 . 其 中 Xm 
是 曲线 最 大 值 所 对 应 的 波长 
arQ,T) 0 
Ba | 
实测 的 结果 有 两 条 规律 : 


(1) 斯 特 落 - 玻 尔 兹 曼 定律 :黑体 的 辐射 本 
领 与 温度 的 四 次 方 成 正比 , 即 


= = 去 上 raTdA =5.670X10* rR (5.1.3) 
其 中 o 称 为 斯 特 藩 - 玻 尔 兹 曼 常 数 . 
(2) 维 思 位 移 定律 :使 ~(A,T) 达 到 极 大 值 的 ) 与 温度 成 反比 , 即 
hs * T =6b = 0.002898m. K. (5.1.4) 
人 
rT) = ve, TD). (5.1.5) 


其 中 alv,T) 是 黑体 辐射 的 每 个 频率 为 v 的 电磁 振动 平均 所 具有 的 能 量 . 经 典 物理 
学 理论 认为 ,每 个 电磁 振动 的 能 量 与 振幅 成 正比 ,而 振幅 从 小 到 大 是 连续 分 布 的 ， 
因而 电磁 振动 的 能 量 也 是 连续 分 布 的 , 则 平均 能 量 为 


三 ee 二 de 


I ede 


这 就 是 热力 学 中 的 能 量 均 分 定理 :每 个 运动 自 由 度 上 的 平均 动能 为 十 KT, 而 简谱 


振动 的 平均 动能 等 于 平均 势能 . (5. 1. 6) 式 应 用 了 玻 尔 兹 曼 定 律 :能 量 为 的 振子 
数 占 振子 总 数 的 e- 志 ,K 是 玻 尔 兹 曼 常数 . 把 (5. 1. 6) 式 代入 (5. 1. 5) 式 得 到 
r(wT) = 下 KT. (5.1.7) 


el(vy,T) = = KT. (5.1.6) 


称 为 瑞 利 - 金 斯 公式 . 
把 理论 公式 与 实践 对 照 , 它 只 在 频率 较 低 ( 长 波段 ) 时 与 实验 符合 ,而 在 频率 较 
高 时 与 实验 不 符 . 更 加 荒唐 的 是 


R(T) = [re Da = 下 KTv dy > oo. 
6 
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违反 了 能 量 守 便 定律 . 

瑞 利 - 金 斯 公式 是 人 们 集 经 典 物 理学 (力学 ,热学 ,电磁 学 和 光学 ) 理 论 而 导出 
的 公式 . 如 此 完美 的 物理 学 理论 ,居然 导出 了 违反 客观 规律 的 结果 ,所 以 经 典 物 理 
学 遇 到 了 "紫外 灾难 ”. 

普 朗 克 在 研究 黑体 辐射 的 规律 时 发 现 ,如 果 认 为 每 个 电磁 振动 的 能 量 并 不 是 
连续 分 布 的 ,而 总 是 某 一 个 基本 能 量 8, 的 整数 倍 we, ,而 这 个 基本 能 量 则 与 振动 的 
频率 成 比例 6, 二 hv, 那 么 


EN (5.1.8) 


这 样 得 到 了 黑体 辐射 本 领 的 普 朗 克 公 式 


, 
a (5.1.9) 
c 本 


在 与 客观 规律 相 比 较 时 ,积分 


R(T) = [ ry,T)dy = 2 gn" (KE A) - 2 ET. 


从 而 只 要 把 常数 取 为 
六 一 (aR) = 6.626 X10*J.s. 
称 为 普 朗 克 常 数 ,发 现 (5. 1.9) 式 以 惊人 的 精确 性 与 实验 规律 相 一 致 . 

普 朗 克 把 光 的 这 个 基本 能 量 ,二 hy 称 为 量子 . 量子 的 观念 与 经 典 观念 是 如 此 
相左 ,以 臻 普 朗 克 本 人 一 时 也 难于 置信 ,只 是 在 花费 了 多 年 的 时 间 , 想 方 设法 寻找 
途径 来 消除 对 量子 的 需要 ,为 回 到 经 典 物 理 理论 而 斗争 终 未 见效 之 后 ,不 得 不 承认 
“无 济 于 事 ,我们 必须 与 量子 理论 共处 ” 

2. 光电 效应 

光束 照射 在 金属 表面 ,使 电子 从 金属 中 逸 出 , 称 为 光电 效应 . 其 实验 如 图 5. 2 
所 示 . 
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图 5.3 图 5.4 

如 图 5.3 和 5.4 所 示 , 实 验 规律 为 

(1) 饱和 电流 Te : 

光 强 与 光 频 v 固定 时 ,光电 流 工 随 电 压 V 增加 而 增加 . 当 电 压 足 够 大 时 , 光 
电流 了 趋向 饱和 值 Ts. 饱和 电流 与 光 强 成 正比 , 即 15xocT,. 

(2) 遏制 电位 Vo: 

光 强 工 与 光 频 固定 时 ,光电 流 工 随 电 压 V 减 小 而 减 小 . 当 电压 反 向 达 V 时 ， 
不 再 有 光电 流 ,V。( 二 0) 称 作 过 制 电位 . 存在 过 制 电位 表明 ,光电子 逸 出 金属 后 尚 有 
剩余 的 动能 , 它 与 光 强 关系 为 

T=e—A. 
其 中 。 是 电子 从 光 中 获得 的 能 量 ,A 是 电子 从 金属 中 逸 出 时 需 付 出 的 能 量 , 称 为 金 
属 的 逸 出 功 . 光 频 v 一 定时 ,不 同 光 强 1, 下 的 遏制 电位 W 相同 . 
(3) 截止 频率 mw( 红 限 ) : 
遏止 电位 Vo 与 光 频 呈 线 性 关系 
V=aw 一 bp，a,b 是 常数 . 


当 V0 时 ,一 生 ==w ww<w 时 不 论 光 强 1 多 强 , 正 向 电压 V 多 大 ,总 有 1 一 0, 即 


不 会 发 生 光电 效应 , 故 mw 称 为 光 的 红 限 ,而 4。 二 志 称 为 光 的 截止 波长 . 


(4) 弛 瑰 时 间 r: 
从 光照 射 到 金属 至 产生 光电 子 的 时 间 ,实验 结果 为 r<10 s. 
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光 的 波动 理论 认为 ,光照 射 在 金属 上 使 金属 内 的 自由 电子 做 强迫 振动 . 当 强 迫 
振动 的 振幅 累积 到 足够 大 ,使 其 能 量 足以 克服 金属 表面 的 脱出 功 时 ,就 会 逸 出 表面 
成 为 光电 子 . 因此 电子 获得 的 能 量 正 比 于 光 强 I, 和 光照 时 间 ,而 与 光 频 无 关 . 这 样 
经 典 的 波动 理论 无 法 解释 当 *<w 时 为 什么 不 出 现 光电 子 ; 为 什么 当 *>m 时 ,无 


论 工 多 弱 , 出 现 光电 子 的 时 间 总 是 r*<10” s. 有 人 估算 ,对 于 了 一 0.1 的 紫光 
(很 弱 ) ,电子 做 强迫 振动 累积 到 能 量 e 二 eV 十 A 约 需 50 min, 而 实验 结果 却 是 
r<<10”s. 对 于 光电 效应 ,经 典 理论 再 次 失效 了 . 

爱 因 斯 坦 第 一 个 主动 接受 了 普 朗 克 的 光量 子 观念 ,认为 光 与 电子 的 能 量 交换 
是 量子 化 的 


e= hy. 
因此 
eV 一 各 一 人 . 
而 且 认为 , 光 强 1, 与 光量 子 的 数目 成 正比 . 这 样 光电 效应 的 实验 规律 就 顺理成章 
地 得 到 了 解释 : 


a 饱和 电流 .正比 于 光电 子 数 ,正比 于 光量 子 数 ,正比 于 光 强 ， 
b 过 制 电 位 Vo 一 如一 全 , 当 V< 一 Vo 时 1=0; 


红眼 内 一 条 = 分, 当 y<w 时 hy<A, 不 会 产生 光电 子 ， 


d, 弛 豫 时 间 : 只 要 各 4, 电 子 吸收 一 个 光量 子 即 逸 出 金属 或 为 光电 子 , 所 需 
时 间 很 短 ,r 与 光 强 无 关 . 

3,， 所 原子 光谱 

氢 原 子 的 光谱 是 由 许多 分 立 和 尖 细 的 谱 线 组 成 的 ,而 且 分 成 许多 线 系 . 其 波长 
的 实验 规律 是 


士 = Ru( 志 一 去 )， m=12,3,0 n=m+lm+2m+ 3 


(5.1.10) 
其 中 Ru 称 为 氧 原子 的 里 德 伯 常 数 . 不 同 的 m 给 出 不 同 的 线 系 , 如 
mr 二 1 为 莱 曼 系 ， m 二 2 为 巴尔 末 系 ， m = 3 为 帕 邢 系 ， 
m 二 4 为 布 拉 开 系 ， m 二 5 为 普 丰 德 系 ， 
而 不 同 的 n 则 给 出 同一 线 系 中 各 分 立 谱 线 的 波长 . 
对 于 原子 光谱 的 这 种 规律 ,经 典 物理 无 法 作出 解释 . 在 电子 绕 核 作 轨道 运动 的 
原子 模型 中 ,电子 是 作 加 速 运动 ,因而 会 不 断 地 产生 辐射 ,辐射 频率 应 该 是 连续 分 
布 的 . 而 其 谐 波 的 频率 则 是 基 波 频率 的 整数 倍 ,与 谱 线 波长 的 实际 规律 也 不 符 . 另 
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外 ,电子 因 不 断 产生 辐射 而 将 不 断 损失 能 量 ,最终 将 落 到 原子 核 之 中 去 ,这 样 将 不 
可 能 有 稳定 的 原子 . 所 以 原子 谱 线 规律 ((5. 1. 10) 式 ) 被 总 结 出 来 以 后 的 二 三 十 年 
间 ,无 人 能 对 此 作出 解释 . 

在 普 朗 克 量 子 观念 的 启示 下 , 玻 尔 认为 原子 发 光 发 出 的 既然 是 光量 子 各 ,那么 
原子 一 定 是 从 一 个 较 高 的 能 态 E, 跃迁 到 一 个 较 低 的 能 态 E, ,而 


,一 E. 一 必 一 和 . 
于 是 只 要 氢 原 子 存在 着 稳定 的 状态 ,其 相应 的 能 量 为 
E, = 一 Rn. (5.1.11) 


那么 氧 原子 光谱 的 规律 ((5. 1. 10) 式 ) 就 自然 地 得 到 了 解释 . 然而 对 于 氢 原 子 稳定 
状态 的 能 量 为 什么 与 整数 ”的 平方 成 反比 呢 ? 玻 尔 却 没有 能 挣脱 经 典 观念 的 束 
缚 ,仍然 用 了 电子 绕 核 旋转 的 轨道 运动 观念 ,然后 给 轨道 强加 了 和 角 动量 必须 量子 化 
的 条 件 才 导 出 了 (5. 1. 10) 式 . 索 末 菲 则 是 在 玻 尔 思想 体系 的 基础 上 把 圆 轨道 推广 
成 了 椭圆 轨道 ,从 而 扩大 了 玻 尔 理论 的 适用 范围 ,并 未 能 有 观念 上 的 突破 . 因为 玻 
尔 的 理论 体系 终究 是 在 经 典 观念 的 范畴 内 强加 进 量子 化 条 件 而 形成 的 ,不 能 成 为 
彻底 的 量子 理论 ,因而 被 后 人 称 为 老 量子 论 . 尽管 如 此 , 玻 尔 把 普 朗 克 的 量子 观念 
引入 了 原子 结构 当中 ,为 量子 论 的 建立 和 完善 做 了 巨大 贡献 ,因而 于 1922 年 也 被 
授予 诺 贝 尔 物理 学 奖 . 

4. 康 普 上 顿 散 射 

康 普 顿 效应 是 X 光 人 射 到 轻 元 素 使 散射 光 的 波长 微小 增 大 的 效应 . 

如 果 入 射 和 散射 的 光 是 量子 化 的 . 人 
射 和 散射 光 的 能 量 分 别 为 hv。 和 hy, 动量 分 


- 一 一 ， 别 为 才 和 二; 被 挤 粒 子 挤 前 静止 , 静 质 量 为 


so , 撞 后 动量 为 p( 如 图 5. 5 所 示 ). 
由 能 量 守恒 


E+ EFI Ete, 
a 


以 及 动量 守恒 


pceosy++ 和 cosg 一 二 ， 


[psmy 一 全 sing 
可 以 得 到 
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23 A A 
和 
1 2cosO\ _ 
性 ( 凋 十 二 一 六) 一 站 
联 立 解 得 散射 光波 长 的 增加 量 
AnA 一 人 一 xo 一 企 (1 一 cosg) 
和 被 撞 粒 子 的 反 冲 角 
0 
tany = 2 。 
hc 
Aoeo 


表明 散射 光波 长 的 增加 量 AX 与 人 射 光 的 波长 Me。 无关, 只 与 散射 角 0 有 关 . 当 9 二 x 
时 Ah 达 极 大 值 
2he 
€0 

散射 光波 长 的 增加 量 AX 二 4 一 与 人 射 光 的 波长 x 无 关 ,只 随 散射 角 0 和 被 
撞 粒 子 的 静 质 量 e, 变化 , 记 量 


(AA)。. 一 


为 被 撞 粒 子 的 康 普 顿 波长 . 当 被 撞 粒 子 是 电子 时 ， 
直 三 过 = 0.00243A 


称 为 电子 的 康 普 顿 波 长 . 其 他 粒子 的 康 普 顿 波长 则 要 比 电 子 的 康 普 顿 波长 小 约 两 
千 倍 以 上 . 


实际 测量 时 总 是 观察 散射 光波 长 改变 量 的 相对 值 号. 显然 只 有 当 入 射 光志 


1A 的 X 射 线 ,以 及 被 擅 粒 子 是 自由 电子 6,=0. 51 MeV 时 ,多 的 数值 才 较 大 ,易于 


被 观察 .对 于 4。 一 100 A 的 可 见 光 入 射 以 及 对 于 被 撞 的 粒子 不 是 电子 , 康 普 顿 散射 
是 难以 被 观察 到 的 . 
康 普 顿 效应 证 实 了 ,不仅 光 的 能 量 是 量子 化 的 ,其 动量 也 是 量子 化 的 . 


二 、 静 质量 非 0 粒子 的 波动 性 


随 着 普 朗 克 和 爱 因 斯 坦 关于 光 的 量子 观念 取得 的 成 功 , 又 由 于 经 典 物理 学 在 
描述 微观 粒子 运动 规律 时 不 断 遇 到 困难 ,人 们 反 过 来 思考 非 0 静 质 量 的 微观 粒子 
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是 否 既 具 有 粒子 性 ,也 像 光 那样 具有 波动 性 呢 ? 德 布 罗 意 思考 着 :19 世纪 在 光 的 
研究 方面 只 重视 了 光 的 波动 性 而 忽视 了 光 的 粒子 性 ,而 对 于 电子 、 质 子 . 中 子 、 原 
子 、 分 子 等 等 非 0 静 质 量 的 微观 粒子 的 研究 上 是 否 又 只 重视 了 其 粒子 性 而 忽视 了 
他 们 也 有 波动 性 呢 ? 于 是 德 布 罗 意 大 胆 地 设想 ,所 有 的 微观 粒子 都 应 该 既 具 有 粒 
子 性 ,也 都 具有 波动 性 , 即 所 有 的 微观 粒子 都 具有 波 粒 二 象 性 . 并 假设 ,微观 粒子 波 
与 粒子 性 之 间 的 联系 是 :在 粒子 不 受 外 场 作用 的 情况 下 是 


[E=h = to, 
| hk (5.1.12) 


p= 二 克 : 


其 中 vy 和 k 是 波 的 频率 和 波 矢 ,是 描述 微观 粒子 波 性 的 物理 量 , 而 E 和 p 是 能 量 和 
动量 ,是 描述 微观 粒子 粒子 性 的 物理 量 ,(5. 1. 12) 式 称 为 德 布 罗 意 关系 . 

对 于 电子 ,用 电势 差 V 加 速 后 其 德 布 罗 意 波长 为 

2:=A=_ 4 -12.25A. 
p VimeVv VV 

为 了 验证 德 布 罗 意 假设 ,1928 年 , 戴 维 孙 和 革 末 把 电子 束 打 在 镍 单 晶 上 进行 衍射 ， 
测量 衍射 电子 束 出 现 极 大 值 的 位 置 (由 方位 角 表 示 ) ,发 现 与 布拉格 公式 以 = dsing 
很 好 地 符合 ,证 实 了 电子 确 以 波动 方式 运动 . 同年 ,菊池 正 士 则 把 电子 束 穿 过 单 晶 
云母 片 ,获得 了 点 状 的 衍射 图 样 一 一 劳 厄 相 ,而 汤姆 孙 和 塔 尔 塔 科 夫 斯 基 则 把 电子 
束 穿 过 金 稍 (多 晶 ) ,获得 了 同心 圆 的 衍射 图 样 一 一 德 拜 相 . 

此 后 ,在 其 他 一 些 实验 中 ,也 观察 到 了 原子 .分 子 . 中 子 等 微观 粒子 的 衍射 现 
象 ,同时 对 实验 数据 的 细致 分 析 也 从 量 上 证 明了 德 布 罗 意 关系 的 正确 性 . 
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量子 力学 和 经 典 物理 基本 原理 的 建立 过 程 是 不 相同 的 . 经 典 物理 学 的 基本 原 
理 大 多 是 由 实验 规律 中 总 结 出 来 的 ,比较 直观 , 较 容易 验证 ;而 量子 力学 的 基本 原 
理 大 多 是 通过 人 们 的 分 析 思 考 ,首先 作为 “假设 ”提出 ,然后 根据 这 些 “ 假 设 ” 推 证 出 
来 的 结果 去 与 实践 比较 ,通过 去 伪 存 真 而 建立 起 来 的 ,因此 比较 抽象 ,难于 直接 由 
实验 去 验证 . 

一 、 量 子 力学 的 基本 原理 

关于 量子 力学 的 基本 原理 ,人 们 的 认识 仍然 有 些 差 别 . 笔者 就 自己 的 认识 简单 
归纳 出 下 列 数 条 : 


(1) 所 有 的 微观 粒子 都 具有 波 粒 二 象 性 :微观 粒子 运动 时 呈现 出 波动 性 ,交换 
能 量 和 动量 时 呈现 出 粒子 性 . 
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(2) 微观 粒子 的 运动 状态 由 一 个 随时 空 分 布 的 特殊 四 元 数 型 函数 y(r,z) 来 描 
述 , 称 为 波 函 数 ,或 称 态 函 数 . 


一 级 波 函 数 
Jr = ee "= Fu + Gois (5.2.1) 
Glr,st) 0 
二 级 波 函 数 
Flr,t) 0 0 0 
Fi(r,t) 0 0 0 
yr,t) = cue o oo = (Fu t+ Fov)us tt (Giu + Gov ) vs 
Glrst) 0 0 0J 
(5.2.2) 
三 级 波 函 数 
F (r,t) ] 
grip= | 0 
Gilr,t) 
G(rt) J] 
=[(Fw + Fav )us 十 (Fiuw + Fv )v Jus 
+[(Giu + Gavi)us 十 (Gu 十 Gu ) vs Jvs; (5.2. 3) 


粒子 波 函数 的 物理 意义 是 :其 模 方 好 (r,D%Y(Cr,z) 是 粒子 于 上 时刻、 在 空间 7 处 
出 现 的 概率 . 给 波 函 数 赋予 概率 的 意义 称 为 对 波 函 数 的 统计 诠释 ,因此 微观 粒子 的 
这 种 波动 性 是 一 种 概率 波 . 

由 于 微观 粒子 的 波 是 概率 波 , 因 此 波 函 数 必定 是 连续 的 、 单 值 的 和 有 界 的 ,他 
们 被 称 为 波 函 数 的 三 个 标准 条 件 . 同时 ,由 于 微观 粒子 的 波 是 概率 波 , 任 何 时 刻 , 在 
全 空间 ,粒子 必定 会 出 现 . 因此 波 函 数 还 要 满足 归 一 化 条 件 


yewyer,vav =1. (5.2.4) 
当 一 个 时 空 分 布 的 特殊 四 元 数 型 函数 $(r,) 不 满足 归 一 化 条 件 
ssav = kz1 
时 ,可 以 令 
BE 
VK 


来 归 一 化 ,使 之 成 为 归 一 化 了 的 波 函 数 . 
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(3) 不 在 外 场 作用 下 的 自由 的 微观 粒子 ,其 概率 波 是 平面 波 
Pr) = 加 et) (5. 2.5) 
其 中 ,yo 是 与 y(r,t) 相 应 的 各 级 四 元 数 常数 ,k 是 波 矢量 ,w 是 角 频 率 . 
对 于 自由 粒子 ,其 动量 p 和 能 量 E 是 确定 的 ,它们 与 描述 波动 性 的 物理 量 上 和 
w 之 间 的 关系 是 
i 和 E+p -a 全 + 外 二 这， (5. 2.6) 
各 p= hk. 


其 中 = 却 是 归 一 化 了 的 普 朗 克 常 数 ;(5. 2. 6) 式 称 为 德 布 罗 意 假设 ,或 德 布 罗 意 
关系 . 
(4) 微观 粒子 的 力学 量 Q 由 四 元 数 型 的 运算 符号 Q 表示 ,而 力学 量 的 可 能 取 
值 Q 就 是 算 符 Q 的 本 征 值 . 
三 个 重要 的 力学 量 : 位 置 "动量 p 和 能 量 已 ,其 相应 的 算 符 分 别 是 
fr 一 让 一 7 
CA de (5.2.7) 
ee 
EE= i a 
其 他 力学 量 的 算 符 形 式 是 把 经 典 物 理学 中 力学 量 之 间 的 关系 式 当 做 算 符 之 间 的 关 
系 式 而 运算 出 来 的 . 
力学 量 算 符 的 一 个 重要 特征 是 他 们 必定 自 伴 . 算 符 自 伴 的 定义 是 :对 于 任意 的 
两 个 函数 &r) 和 %Wr) ,存在 着 关系 
Nasrwar 和 = Ns capar, 其 中 dr 三 dzdydz= dV. (5.2.8) 


如 果 其 中 的 函数 # 和 y 都 是 算 符 @ 的 属于 同一 个 本 征 值 Q 的 本 征 函数 时 ,此 式 就 
成 为 
Q svar = olls'yar. 
因此 
Q =Q 

所 以 自 伴 算 符 的 本 征 值 必定 是 实数 ,也 因此 力学 量 的 算 符 必定 自 伴 . 

(5) 建立 微观 粒子 的 运动 方程 一 称 为 波动 方程 的 过 程 是 先 把 经 典 力学 中 的 
能 量 动量 关系 式 代 之 以 算 符 关系 式 ,然后 作用 在 波 函数 上 而 形成 一 个 方 各 


3 
Ce iV 


mec 
广 


Br ep p—me yr) 一 一 让 人 jwcr,D = 0. 


(5.2.9) 
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称 为 克 莱 因 - 戈 尔 登 方程 ( 若 粒 子 的 静 质量 mw 一 全 一 0, 则 称 为 达 朗 贝尔 方程 ) ,不 


过 因为 这 个 方程 对 时 间 是 二 阶 导数 的 ,t 时 刻 的 波 函数 既 决 定 于 初始 时 刻 的 波 函 数 
41,-。 还 决定 于 初始 时 刻 波 函数 对 时 间 的 一 阶 导数 3 因此 内,2%Cm0D 就 
不 能 保证 是 正定 的 . 这 与 态 函 数 的 统计 诠释 有 矛盾 ,这 样 就 不 能 把 克 莱 因 - 戈 尔 登 
方程 当做 是 任何 一 类 微观 粒子 的 波动 方程 (这 一 看 法 与 当今 流行 的 把 克 莱 因 - 戈 尔 
登 方 程 当做 是 自 旋 为 0 的 介子 , 自 旋 为 1 的 光子 的 波动 方程 的 看 法 大 相 径 庭 ). 因 
此 还 要 找 出 一 个 条 件 比 克 菜 因 - 戈 尔 登 方程 更 高 的 方程 才能 作为 微观 粒子 的 波动 
方程 . 
可 以 把 克 莱 因 - 戈 尔 登 方程 因 式 分 解 成 
(E+H)(E— Hyr,t) = 0. 
上 式 中 的 声称 为 哈密 顿 算 符 ,满足 


EH = HE, 
. (5.2.10) 
人 = cp* pi+mic. 
这 样 , 假 如 y(r,z) 满 足 方程 
(E— Hy(r,t) = 0. (5.2.11) 


那么 它 也 就 满足 了 克 莱 因 - 戈 尔 登 方程 . 这 个 函数 y(r,) 就 满足 了 yr,t)yCr,t) 宇 0 
的 要 求 ,所 以 (5. 2. 11) 式 才 是 微观 粒子 的 波动 方程 . 
用 波 函 数 的 伴随 少 左 乘 波动 方程 (5. 2. 11) ,再 用 波 函 数 y 右 乘 其 伴随 方程 ， 
把 两 式 相 加 得 到 
[yy' BE — (Ep)ty]— [Ly Hy) — (Hy)'y]) = 0. 
即 


Bp+ FW Cy) — (Hy)'y] = 0. (5.2.12) 
这 是 粒子 概率 流连 续 性 方程 . 用 j 表示 概率 流 的 密度 , 则 它 满足 
VvV.j= [WCHy) — (Hy)'y]. (5.2.13) 


上 式 表明 ,7 与 哈密 顿 算 符 的 形式 有 关 , 同 时 又 表明 , 互 有 不 同形 式 的 解 ,因而 波动 
方程 (5. 2. 11) 也 有 不 同 的 类 别 ,正好 可 以 用 来 描述 不 同 种 类 的 粒子 . 
克 莱 因 -让 尔 登 方程 中 除了 有 波动 方程 (5. 2. 11) 的 解 y 一 一 概率 波 外 ,还 包 
含 着 另 一 类 解 $, 满 足 
| H)$ = y, 
Sp (5.2.14) 
(E—H)$#0. 
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而 $$ 不 是 粒子 的 概率 , 称 $ 为 与 概率 波 相对 应 的 非 概率 波 . 不 过 单 凭 (5. 2. 14) 式 
还 不 能 由 概率 波 yy 把 非 概 率 波 #$ 完全 确定 下 来 ,因为 对 于 任意 一 个 满足 方程 
(E+H)(E—H)X=0 
的 波 X, 把 非 概率 波多 作 如 下 代 换 
多- 多 十 ( 巨 一 百 )X 
并 不 会 影响 到 概率 波 %, 这 称 为 非 概率 波 % 的 规范 变换 . 


二 、 宏观 粒子 和 微观 粒子 的 本 质 差别 


根据 上 述 的 基本 原理 ,已 经 能 够 演绎 出 量子 力学 的 基本 理论 以 及 发 展 出 各 种 
处 理 实际 问题 的 特殊 方法 ,并 能 够 推论 出 微观 世界 的 各 种 现象 和 规律 , 且 都 已 为 实 
践 所 证 实 . 这 些 量子 力学 的 内 容 已 在 各 种 量子 力学 的 书籍 中 较为 详细 地 讨论 ,本 文 
不 多 重复 . 在 下 文 的 章节 中 ,我们 将 着 重 讨论 各 种 不 同 的 波动 方程 以 及 它们 各 自 描 
述 的 微观 粒子 的 不 同性 质 . 而 这 里 则 简要 地 说 明 一 下 上 述 原理 中 所 含 的 量子 观念 
与 经 典 观念 对 于 “粒子 ”认识 上 的 本 质 区 别 . 

所 谓 “ 粒 子 ”, 就 是 有 着 静止 质量 (0 或 非 0) 、 其 性 质 由 各 种 力学 量 一 一 位 置 ~、 
速度 "动量 p、 角 动量 本 能 量 上 等 等 所 描述 的 一 个 客体 . 经 典 物理 学 的 认识 是 ,在 
任何 时 刻 ,这 些 力学 量 都 有 一 个 确定 的 取 值 . 由 于 各 力学 量 之 间 存 在 着 联系 ,因此 
只 要 用 位 置 和 速度 (r,v) 就 能 够 表示 出 粒子 的 状态 ,知道 了 状态 (r,v) 随 时 间 的 变 
化 规律 ,也 就 知道 了 各 种 力学 量 随 时 间 的 变化 规律 以 及 粒子 的 运动 情况 . 

量子 力学 的 认识 是 ,在 任何 时 刻 , 描 述 粒子 性 质 的 各 种 力学 量 的 取 值 并 不 一 定 
是 确定 的 ,而 只 是 一 种 分 布 C(Q) ,分 布 函数 的 模 方 C'(Q)C(Q) 就 是 该 力学 量 取 Q 
值 的 概率 ,因此 分 布 函数 就 是 一 种 概率 波 , 而 粒子 的 状态 也 就 用 概率 波 来 描述 . 知 
道 了 概率 波 随 时 间 变 化 的 情况 ,也 就 知道 了 各 种 力学 量 随时 间 变 化 的 情况 以 及 粒 
子 的 运动 规律 . 所 以 用 最 简单 的 语言 来 说 ,所 谓 的 微观 粒子 就 是 它 的 各 个 力学 量 的 
取 值 都 有 着 各 自 的 概率 分 布 的 一 个 客体 . 当然 其 中 也 包含 着 有 某 些 力学 量 取 某 个 
值 时 的 概率 为 1, 取 其 他 值 时 为 0 的 特殊 情况 . 然而 所 有 的 力学 量 都 有 确定 的 取 值 
的 情况 是 不 可 能 的 . 

力学 量 Q 的 概率 波 C(Q) 称 为 力学 量 Q 表象 中 的 概率 波 ,前 文 所 使 用 的 波 函 
数 y(n) 实 际 上 就 是 位 置 + 表象 中 的 概率 波 . 同一 个 粒子 在 不 同 的 表象 中 概率 波 的 
函数 形式 是 不 同 的 ,但 不 同 表象 中 的 概率 波 之 间 是 有 着 联系 的 ,因此 研究 不 同 表象 
之 间 波 函数 的 联系 又 成 了 量子 理论 中 的 一 个 内 容 , 叫 做 表象 理论 ,我 们 对 此 也 不 多 
讨论 ,而 仅仅 讨论 已 知 了 某 个 表象 中 的 概率 波 以 后 怎样 来 求 出 其 他 的 力学 量 . 

假设 已 知 了 位 置 表象 中 粒子 的 波 函数 %(r) ,那么 波 函 数 的 统计 诠释 告诉 我 们 ， 
粒子 处 在 某 个 位 置 r。 的 概率 是 少 (r)y%(ro). 这 一 诠释 可 以 解剖 成 下 列 过 程 :位 置 
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的 本 征 方程 为 

Fr—ro) = rod(r— ro). (5.2.15) 
函数 8(r 一 r。) 是 位 置 算 符 7 的、 属于 本 征 值 r, 的 本 征 函数 .对 于 所 有 的 本 征 值 mn， 
本 征 函数 ;Cr 一 m) 构 成 了 正 交 、 完 备 的 函数 系 , 因 此 波 函数 y(r) 可 以 用 此 函数 系 展 
开 得 


yr) = yer)ar— rar,. (5. 2. 16) 


展开 式 系数 y(ro) 的 模 方 y (ro)ylro) 就 是 粒子 处 在 位 置 m 处 的 概率 . 
仿照 上 述 过 程 来 求 动 量 在 位 置 表象 中 的 概率 分 布 . 动量 算 符 的 本 征 方程 是 


pl eirr—o_i 一 1 etrr] of 1 etrr] 
P Gar ne hv rm J pl mm J 
(5. 2.17) 
函数 


如 (Cr) = (5.2.18) 


IT 
二 
(2 A) 
就 是 动量 算 符 p 属于 本 征 值 p 的 本 征 函数 .对 于 所 有 的 本 征 值 p, 相 应 的 所 有 本 征 
函数 也 构成 了 正 交 完备 的 函数 系 ,因此 可 以 将 状态 函数 %r) 对 此 函数 系 展开 得 
ylr) = [jcoopwcan， dp = dp:dp,dp.. (5.2.19) 
展开 式 的 系数 
Cdp) = Ds (yr dr. (5.2. 20) 
其 模 方 C'(p)C(p) 就 是 粒子 的 动量 为 p 时 的 概率 . 
对 于 任何 一 个 力学 量 Q, 它 的 本 征 方程 为 
Qy,r) = Qyln). (5.2.21) 


函数 办 (r) 为 算 符 Q 的 属于 本 征 值 Q 的 本 征 函 数 ,所 有 本 征 值 为 Q 的 本 征 函 数 系 
总 构成 正 交 完 备 的 函数 系 , 因 此 可 以 将 态 函 数 y(r) 对 它们 展开 


yn) 一 [coy nade. (5. 2. 22) 
展开 式 的 系数 
co) = [ggar (5.2.23) 
的 模 方 CQ)C(CQ) 就 是 在 状态 %r) 中 力学 量 Q 取 Q 值 的 概率 . 
三 、 力 学 量 的 平均 值 


处 在 某 个 状态 中 的 粒子 , 它 的 各 个 力学 量 取 值 虽 不 确定 ,但 它 的 概率 分 布 是 知 
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道 的 ,因此 能 求 出 该 力学 量 的 平均 值 
(@)=G= |ccoacconda， (5.2.24) 
例如 对 于 位 置 
《r) = Dy wmar. 
对 于 动量 
(p) = ewrcenar. 
为 运算 简单 ,我 们 讨论 一 维 空间 的 情形 . 
(p:) = [Cppcp dp.. (5. 2. 25) 
而 
| ie 
C(p:) = Bt) ne ?dr, 
ee 
CH) = -eryt cr)dz. 
区 er ee 
代入 (5. 2. 25) 式 中 得 
(p) = | 区 ls elyptlz’) pre tery(r)drdprdr’. (5.2.26) 


利用 恒等式 
pre ?rr 二 i 万 Ee ， 


将 (5.2. 26) 式 改写 成 


(p:)= | Ee: eeWczo [| i Ee bygln dz |dprde 


a eg Se 
2 | 3 


2x 记 
1 


ia Ei WD Jap.dr’ 


2 ei g(r) pp) dp:dr' dr 


= [Dpy dz. 
推广 至 三 维 空间 即 是 
(p)= 由 wpawcoar 
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经 过 类 似 的 运算 ,可 以 得 到 任何 一 个 力学 量 Q 在 状态 y(r) 中 的 平均 值 为 
(Q)= De werar. 
显然 当 yl7) 是 算 符 Q 的 属于 本 征 值 Q。 的 本 征 函数 时 
(Q) = Q. 

四 、 不 确定 关系 

在 状态 yr) 中 ,力学 量 的 取 值 并 非 确定 ,但 它 的 概率 分 布 是 已 知 的 . 为 了 知道 该 
力学 量 取 值 的 不 确定 程度 ,可 以 研究 力学 量 的 取 值 与 其 平均 值 的 偏差 .然而 ,由 于 

a-6-4-4a=0. 
因此 用 Q 一 Q 来 衡量 偏差 的 大 小 是 没有 意义 的 . 衡量 偏差 大 小 的 方法 是 用 均 方 偏差 
(CQ-Q) =Q 一 2QQ+Q = 中 一 Q. 
在 一 个 状态 中 ,任意 两 个 力学 量 A 和 B 的 均 方 偏差 之 间 存 在 着 制约 关系 , 称 


为 不 确定 关系 ( 测 不 准 关系 ). 下 面 我 们 推导 这 个 关系 . 
取 实 的 参数 4, 计 算 下 述 积分 


I0)= ta-D +iaB— Bjy}'LA— A +aB— Bjydr 


= [CA— yA Aydr— {CB — By (A Ay 
—[(A—A)y]!'(B— By}dr +x|CeB —B)yj'(B— B)ydr > 0. 
由 于 A 和 B 都 是 自 伴 算 符 , 故 
10)= [wa 一 iD):ydr 一 让 [w[C —B)(A—A)— A AB Bjydr 


+x | B-Boydr 


= (A—A)’*+ii (AB—BA)+X (B—B):>0. 
所 以 


A-AD'.(B-B’ >—1+ (AB— BA). 
这 就 是 两 个 力学 量 均 方 偏差 之 间 必 须 满足 的 关系 , 称 为 不 确定 关系 . 
若 
AB z BA. 
称 为 两 个 算 符 不 对 易 , 即 两 个 力学 量 不 能 同时 确定 ,那么 不 确定 关系 式 的 右 端 不 
为 0. 
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例如 A 表示 某 个 方向 的 位 置 z,B 表示 该 方向 上 的 动量 ,一 一 i 加. 于 是 


日 二 i 让 二 i 廊 
和 省 


一 zi 六 十 记忆 一 

不 确定 关系 是 微观 粒子 力学 量 取 值 不 确定 ,是 概率 分 布 导致 的 必然 结果 ,是 波 
粒 二 象 性 的 形象 体现 

假设 力学 量 A 和 BB 能 同时 取 确 定 的 值 . 在 经 典 物理 学 中 ,力学 量 A 和 B 都 能 
同时 取 确定 的 值 , 则 左右 两 端 均 为 0, 此 式 并 无 意义 . 在 量子 力学 中 ,总 存在 力学 量 
A 入 不 能 同时 取 确 定 的 值 的 情况 ,这 样 上 式 右 端 AB 一 BA 关 0, 也 即 算 符 A 与 户 
不 对 易 时 ,两 个 力学 量 的 均 方 偏差 的 乘积 就 不 可 能 小 于 某 个 值 , 某 个 力学 量 的 偏差 变 
小 时 , 另 一 个 力学 量 的 偏差 就 必然 增 大 . 

以 方向 的 位 置 过 和 动量 万 . 为 例 : 

B 


ps — ber =ih(z 名 一 记 x)=ih. 


= 一 元 二 > 站 


其 他 两 个 方向 的 位 置 和 动量 ,时 间 和 能量 间 的 不 确定 关系 与 此 类 似 .有 人 指出 , 正 
是 不 确定 关系 保证 了 电子 不 落 人 原子 核 中 , 才 保 持 了 原子 和 整个 世界 的 稳定 . 从 这 
个 意义 上 说 ,世界 之 所 以 是 现在 这 个 样子 是 靠 不 确 定 关系 来 支撑 的 . 


§5.3 狄 拉克 方程 


5.3.1 犹 拉克 方程 


1927 年 , 狄 拉 克 以 其 开创 性 的 思维 ,建立 了 一 个 相对 论 性 的 波动 方程 ,奠定 了 
相对 论 性 量子 力学 的 基础 . 


一 、 狄 拉克 方程 的 通常 形式 
波动 方程 的 普遍 形式 是 
By = Hy. (5.3.1.1a) 
对 于 自由 的 粒子 , 狄 拉克 给 出 


H= ca p+BE,. (5.3.1.2) 
其 中 
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亡 一 i 哺 ， Pp = 一 i 
EE 二 moc? 是 粒子 的 静 质 能 .8 和 a 是 四 个 阵 迹 为 0、 自 伴 的 4X4 常数 矩阵 
001 0 0 -i 
7 4 0 0 1 0 
| 
0 “ 习 Li 0 0 0 
(5.3.1.3) 
1 0 10 0 vo 
lo 00-1 lo1 o 0 
“oo ol Flo -1 0o 
0 -10 0 00 0 -1 
波 函 数 少 有 四 个 元 ,是 4X1 的 列 和 矩阵 
fi 
f: F 
2 | = (5.3.1.4) 


称 为 双 旋 量 . 
有 时 为 了 显现 狄 拉克 方程 的 洛 伦 效 协 变性 ,而 用 常数 矩阵 一 5 左 乘 方程 


(5. 3. 1. 1a) 成 为 
(—BE+ da * p+BBEo)Yy = 0. 
并 写成 
(%8, + )y =0 (5.3.1.1b) 
2 十 于 .3.1. 


其 中 a.= 沁 ,za 一 zyZz 一 yz 一 zz 一 ict. 四 个 y 和 矩阵 是 


y=—ifa; (i=1,2,3), X=p. (5.3.1.5) 
如 果 粒 子 受到 势 场 U 或 电磁 场 (p,a) 的 作用 ,那么 把 方程 中 的 
天 换 成 证 一 U 一 ap， 
(5.3.1.6) 
万 换 成 p 一 ga 


即 可 ,其 中 9 是 粒子 的 电荷 . 以 上 所 述 就 是 现今 的 相对 性 量子 力学 所 用 的 表述 形 
式 . 对 于 为 什么 狄 拉克 能 够 巧妙 地 把 哈密 顿 算 符 取 成 (5. 3. 1. 2) 式 所 示 的 形式 ,一 
些 量 子 力学 的 教科 书 作 了 较为 详细 的 论述 ,读者 可 以 参阅 . 


二 、 狄 拉克 方程 的 四 元 数 形式 
从 四 元 数 算法 分 析 ( 参 见 8$ 5. 2) 中 的 克 莱 因 - 戈 尔 登 方程 的 因 式 分 解 式 
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全 = HE， 
《53 
Hi=cp*pt+E. 
只 要 把 它 看 成 是 二 级 四 元 数 领域 中 的 等 式 ,那么 显然 (5. 3. 1.7) 式 就 有 一 解 

H =—iEois —c(pit pyj + Bsk)k. (5. 3.1.8) 
不 难 验证 (5. 3. 1. 8) 式 的 平方 满足 (5. 3. 1.7) 式 . 

应 用 四 元 数 的 矩阵 表示 (参见 $ 1.4) 知 ,(5. 3. 1. 8) 式 所 示 的 哈密 顿 算 符 就 是 
(5. 3, 1.2) 式 . 这 就 表明 ,应 用 四 元 数 的 算法 , 狄 拉克 所 给 出 的 哈密 顿 算 符 是 很 容易 
得 到 的 . 

把 波动 方程 理解 成 四 元 数 形式 的 方程 后 , 波 函 数 也 要 写成 四 元 数 形式 . 因为 
4X1 的 列 矩 阵 与 四 元 数 之 间 没有 明确 的 对 应 关系 ,因此 需要 先 把 列 矩阵 增 广 成 方 
阵 , 然 后 就 能 与 四 元 数 对 应 了 . 于 是 把 波 函 数 写成 

六 0 0 0 
000 
y= 0 =(fitt favi)ut (giuit gav )v. (S19 
， 000. 

对 四 元 数 型 的 波 函数 作 了 上 述 的 技术 处 理 后 ,实际 上 是 给 态 函 数 作 了 严格 的 约 
定 :凡是 粒子 的 状态 ,必须 是 只 有 第 1 列 元 数 ,其 他 各 列 元 数 均 为 0 的 方 阵 函 数 ; 反 
之 , 除 第 1 列 外 ,其 他 各 列 元 素 中 只 要 有 一 个 非 0 的 方 阵 函数 ,都 不 能 用 来 表示 状态 . 

态 函 数 (5. 3.1.9) 式 的 厄 米 共 郝 是 


fr fi gr gi 
+ 0 0 0 0 Cd Ca + 和 Rs + 
y= i oy 6 0 = (fiwut+f? vi)ut (gr ut g2 Vi) v2. 


0 0 0 0 
(5.3.1.10) 
因而 波 函数 的 模 方形 如 


Dfifstaigs) 0 0 0 


y= 0 0 0 0 =[ Df, + eg) J]. 
0 (1 0 
0 0 0 0 


(5.3.1.11) 
即 它 是 仅 有 第 1 行 第 1 列 元 素 非 0, 其 他 元 素 均 为 0 的 方 阵 . 后 面 将 会 算 及 的 物理 
量 , 如 概率 流 密度 、 动 能 .能 量 等 等 也 必定 具有 这 样 的 形式 ,有 时 在 书写 中 就 把 
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(5.3.1.11) 式 右 端的 wus 省 略 了 . 
态 函 数 (5. 3. 1. 9) 的 复 共 印 状态 是 


fr 000 

fi2 0 0 
= gr 00 ol= fimt fiv)ut gr t+ gi vw. 

gi: 0 0 ol 

(5.3.1.12) 
不 要 把 四 元 数 型 函数 

000 于 
es i | 
fru +fivu tgru tgi vv = ee 
0; :05 -和 


误解 成 是 状态 y 的 复 共 示 状态 ,因为 它 本 来 就 不 满足 四 元 数 型 态 函 数 的 约定 . 但 是 
可 把 它 右 乘 一 个 四 元 常数 wz 使 之 成 为 状态 y 的 反共 思 状 态 
= [fu + fiv us +g? ur + gi vi Ys Jviv 
= (giu— gr vu — (fiu— fr vw)v 
gi; 000 
= < ， (5.3.1.13) 
fr 000 
以 上 讨论 表明 ,与 用 单列 矩阵 表示 状态 相 比 ,用 四 元 数 形式 来 表示 状态 显得 烦 
琐 了 许多 .不 过 它 的 优点 是 容易 由 状态 yy 给 出 反共 思 状 态 y" ,这 个 优点 在 讨论 方程 
的 正 反 变换 时 十 分 有 用 . 对 于 一 个 单列 矩阵 并 没有 反 和 矩阵 的 定义 ,然而 对 于 一 个 四 
元 数 却 有 着 反共 轿 的 定义 ,从 而 增加 了 它 的 运算 功能 . 
三 、 狄 拉克 方程 的 变换 性 质 
讨论 时 空 坐标 系 变换 时 狄 拉克 方程 的 变换 性 质 . 
当时 空 坐标 系 发 生变 换 
RR"， 即 人 (5.3.1.14) 
下 一 上 
时 ,如 果 存 在 着 模 方 非 0 的 四 元 数 A 和 M ,使 得 状态 作 相应 的 变换 
yy = Ay. (5.3.1.15) 
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而 狄 拉克 方程 
Dy= (E—-Hy=0 
中 的 算 符 作 相应 的 变换 
万 一 ~ 万 ' = MDA- ， 
使 得 D' 与 DD 的 形式 相同 ,那么 在 新 坐标 系 中 方程 
D'y’ = MDA-AY = M(E— H)A'Ay =0 
与 原 方程 有 相同 的 形式 ,表明 方程 满足 了 普遍 的 相对 性 原理 . 
不 同 的 A 和 M ,体现 了 不 同 的 时 空 坐标 系 变换 . 
(1) 坐标 系 的 平移 : 
A=1, 
Lo 


(2) 绕 空间 zx 轴 、y 轴 、z 轴 旋 转 g 角 的 变换 分 别 为 
M(z) = A(zx) = Cos 多 +singk, 


M(y) = A(y) = cos 芭 十 sin 区 7， 


M(z) = A(z) = cos 多 + sin 2i. 


2 
以 坐标 系 绕 z 轴 旋 转 g 角 为 例 来 验证 : 


= i a 二 i 和 (人 十 电 了 寺 部 
万 (cos 呈 + sin 呈 i) [in2 +iEoi, ine (Bri + a5 zk 


Bt 


(co 过 sin 当 引 


一 i 访 总 十 ii 


2 2 2 


—inc (2&1+[(cos 旬 2 一 sin? 儿 )j 十 2sin 罗 cos 多 | 如 k 


:9— sin Pp)k—2singcos2 j13 
+[(eos 2 sin 史 )k 2sin 2 cos? jx 


i 多 二 iE 


(5.3.1.16) 


(5.3.1.17) 


(5.3.1.18) 


(5.3.1.19) 


六 ] 


一 ic[ 这 i + (cosp 好; 一 sing 总 + (cos 之 + sing 2 )x es 


=E+iEis —c(piit pj + Prk)k. 
绕 z 轴 或 绕 y 轴 的 旋转 可 类 似 地 验证 . 
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(3) 沿 空间 z 轴 ,y 轴 、z 轴 以 速度 二 cB 运动 的 惯性 系 变换 分 别 为 
[eo = A'(z)= a— bkk;:, 


MOy) = A71(y) = a— bk (5. 3. 1. 20) 
M(z) = A (z) = a — bik,. 


/ET a a 
其 中 ,a 2 于 A 扩 二 1,a! 十 二 7Y,2ab 二 YB. 选 
(5. 3. 1. 20) 式 中 的 第 一 个 式 子 进行 验证 ,其 他 式 子 可 类 似 验证 . 


Oe ee 
D'= (a ks) [广电 十 io ine (i+ 如 + Rk )k je bkks) 
jm iEi, — ifc[ 2 ji 过 ; ee 
ih DCy— yakks) 十 ii ihc Bik: 二 3 十 起 Oh 六 ) ] 
:FW :Rh 
ik(7 久 Ye 六)+iEoi ine [Bi + + 号 二 站 名 )* J 
= ih By + iE ~ ite (Boi + 32 + ok )k:. 
(4) 宇 称 变换 
M, = A7! = 一 记 . (5. 3.1.21) 
易 证 
D' =—— [E+iEi + epit pj + Pik)k]— iis) 
= EtiEi— cpit b,j + Pk)k. 
波 函 数 的 变换 是 
pA— rt) =— glrt) = Cfiw tt fv) us — (giu + gev) v2. 
即 
(—7,t) = f(r,t), (一 rt) =— g(r,t), 
fil—r filr BE 一 Pt ECrt (5.3.1.22) 
fail—r,t) = 户 (rt)， gz( 一 rt) =— g2(r,t). 
(5) 时 间 反 演 
Mr =— A7: =— ij. (5.3.1.23) 
易 证 
D'=— jE+iEois tc(pit pj + Bok) ka ]i 
=— EtiEi +t cpit b,j + Bek)ks. 
波 函 数 的 变换 是 
Pr; 一 中 = 访 gr = gu + gavi us —iCfiu + fuvi) 
即 


fi(r,—0)=ig(nt), glr,—t) =—ifi(r,t), 
filr,—t) = ig(rt), g(r,—t) =—ifs(r,t). 


(5.3.1.24) 
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(6) 时 空 反 演 


Myr = A# =— kz. (5.3.1.25) 
易 证 
D’=— ktE+iEis + ce(pitp,j + Pk)(— ka)] 
=—E+iEois —c(pit pj + psk)k. 
波 函 数 的 变换 是 
Yr, Oot) = kyrt) 一 这 giaa + gevi) us tiCfiu + fav ) vw. 
即 
fi(—r,—t) =ig(rt), gi(—r,—t) = ifi(r,t), (6.3. 1. 26) 
fi(—r,—t) =ig(rt), gi(—r,—t) = ifilr,0). 
(7) 正 反 变换 : 
狄 拉 克 方 程 的 反共 思 方 程 是 
[已 十 io te(Bit pj + PhOk] Lf ur + fi vi us 
+ (gi ur + gi vi vi Jvv, = 0. C0317) 
所 以 反 粒子 的 波 函 数 为 
yr) =— Yr). 
即 
万 Cr) =— g2 (rt)， 
(5.3.1.28) 


ECrt) = fi (rl), 
gi (r,t) 一 一 fi (r,t). 
由 粒子 的 波动 方程 求 反 粒 子 的 波动 方程 时 ,只 要 把 方程 中 所 有 的 i 换 成 一 i, 并 
用 四 元 常数 ww 右 乘 方程 即 可 . 这 种 简便 的 方法 是 由 于 四 元 数 有 反共 斩 的 定义 ， 
而 在 矩阵 算法 中 是 没有 的 . 这 个 法 则 与 粒子 是 否 带电 没有 关系 . 


、 方 程 所 描述 粒子 的 重要 算 符 


[ee = gr? (rt)， 


1. 能 量 和 动量 算 符 
能 量 算 符 和 动量 算 符 是 量子 力学 中 两 个 最 基本 的 算 符 ,他 们 也 是 建立 量子 理 
论 的 基本 假设 之 一 : 
Ce) 
jE 访 马 ， 
lp =—iy. 


其 正确 性 是 通过 他 们 所 导出 的 结论 是 否 与 实践 相符 来 检验 的 . 迄今 为 止 还 从 未 发 
现 他 们 有 什么 不 要 之 处 . 
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2. 哈密 顿 算 符 
自由 粒子 的 哈密 顿 算 符 是 
H=— iEis — c(pit pj + Pk)k, 
下 0 cp: c(p; — ip,) 
0 E, cp +ip,) — cp 
到 cp: <c (万 —ip,) —E, 0 
c( 万 +ip,) —cp, 0 一 已 
(5. 3. 1. 29) 


当 粒 子 受到 外 场 的 作用 时 ,只 要 在 忆 和 万 中 增加 相应 的 项 (参见 $ 5. 2) 即 可 . 


3. 质量 算 符 
粒子 的 相对 论 性 质量 为 m, 由 经 典 的 爱 因 斯 坦 质 能 关系 EE 二 me? ,经 量子 化 成 
算 符 关系 ,可 求 得 粒子 的 质量 算 符 
六 = 号 = imois — TB Byj + Bek ks. (5. 3.1. 30) 
4， 过度 算 符 


由 (5. 2. 13) 式 可 知 概率 流 密度 的 散 度 
V .1 = Hy 一 (Hy)'y]. 


解 得 
ji =— (kk) ys 
一 一 of (jks)y, 
Lj. =— of' (ks)y. 
所 以 粒子 的 速度 算 符 为 
r0 001 
0010 
记 二 一 dk 一 一 ar， 
0 1 .00 
Ho 0 0 
TP 00 -i 
0 01: 0 
=— djks 一 < ' 一 azy， (5.3.1.31) 
和 二 人 | ,全 
| Li 00 0 
[0 01 0 
2 0 0 一 1 
V: 一 一 < 不: 一 < = cx。 
0 0 0 
\ | 二 二 证 
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附带 指出 ,现今 量子 理论 中 常用 4X4 的 y 和 矩阵 的 四 元 数 形式 为 


7 一 一 好 :， 

7 =— 六 2:， 

7 =—Y:, (5. 3. 1. 32) 
7 =—ii, 

7s = ik;. 


求 得 了 粒子 的 相对 论 性 质量 算 符 志和 速度 算 符 5 后 ,从 动量 的 经 典 定义 式 

p 二 mv 通过 量子 化 也 可 以 求 动量 算 符 ,果然 有 
计 (im 十 mi) 一 下 
表明 上 述 的 算 符 理论 是 自治 的 . 

5. 角 动 量 算 符 

1935 年 , 诺 特 尔 证 明了 一 条 定理 :时 空中 的 一 种 对 称 性 ,对 应 着 某 一 个 力学 量 
守恒 . 例如 ,时 间 的 均匀 性 对 应 着 能 量 守 便 ;空间 在 某 个 方向 均匀 对 应 着 该 方向 的 
动量 分 量 守恒 ;空间 对 某 个 轴 有 旋转 对 称 性 , 则 对 该 旋转 轴 的 角 动 量 就 守恒 . 

对 于 诺 特 尔 定理 我 们 不 做 严格 的 证 明 , 仅 就 如 何 理解 这 一 定理 来 简单 地 说 明 . 
假定 时 空 对 某 个 坐标 4 是 均匀 的 ,于 是 我 们 可 以 设想 把 整个 粒子 的 系统 沿 着 9 增 
加 的 方向 作 一 无 穷 小 的 移动 8g. 倘若 移动 前 粒子 的 状态 是 y(q) ,移动 后 的 状态 变 
成 了 Ye) 十 8%(9). 造成 移动 前 后 状态 变动 有 两 个 原因 :其 一 ,移动 后 系统 的 位 置 9 
在 移动 前 是 9 一 389; 其 二 ,相对 于 系统 ,坐标 系 沿 9 方向 移动 了 一 89, 而 坐标 系 的 变 
动 会 使 状态 发 生变 化 少 一 4%. 由 于 时 空 在 g 方向 是 均匀 的 ,因此 沿 g 方向 把 整个 粒 
子 系统 移动 一 下 并 不 会 对 粒子 的 状态 造成 什么 影响 ,所 以 

Wg) 十 80(9) 一 4 人 (一 89)09 一 39) 


-0-a 寺 |-J[we-s 芭 


一 y(q)— s+ | ，)wo， 
上 式 中 第 二 个 等 号 后 之 所 以 只 取 到 一 级 小 量 是 因为 89 是 无 穷 小 量 . 由 此 得 到 


~ {-2-_2% 
B00 = (Ta 39) ) 0. 
由 于 状态 %9) 是 任意 的 ,因此 
=- - 弘 
dg 9g 9gleo 


是 沿 坐 标 g 方 向 的 无 穷 小 移动 算 符 , 但 因为 它 并 不 是 自 伴 的 , 故 还 不 是 力学 量 的 
算 符 . 为 使 它 自 伴 , 需 乘 上 因子 i 方 ,并 用 符号 记 为 
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5 二 i 育 记 二 一 广电 一 i# 逆 
ih ih ao i 区 (5.3.1.33) 
称 作 与 坐标 9 相对 应 的 动量 算 符 . 
若 空间 沿 z 方 向 均匀 ,9 一 z, 则 4 一 1, 故 
A 
Pe i 
若 空间 沿 y 方向 均匀 ,9 一 y, 则 4 一 1, 故 
pS 
p;= Aa 
若 空间 沿 = 方向 均匀 ,g 一 z, 则 A=1, 故 
i 
万 . = 让 3z。 


若 空间 绕 着 = 轴 对 称 ,q 一 p, 则 由 4 一 cos 区 十 sin 妈 六 得 = 方向 的 轨道 角 动量 
j.=p,=—ih 和 -i (5.3.1.34) 
9 
其 中 的 项 
S$. -和 (5.3.1.35) 


在 习惯 上 被 称 为 自 旋 角 动量 算 符 . 这 一 项 产生 的 原因 是 当 坐标 系 绕 着 空间 = 轴 转 
动 时 ,粒子 的 状态 会 发 生变 动 , 即 光一 4 中 的 人 天 1. 如 果 是 非 相对 论 的 情形 ,由 于 
薛 定 兽 方程 中 的 状态 函数 少 只 有 标 部 (一 个 元 ) ,那么 坐标 系 的 转动 不 会 引起 状态 
的 变化 , 即 4=1, 因 此 角 动 量 算 符 为 


J =ih 久 三 b= 6, (5. 3. 1. 36) 


由 于 苹 定 记 方 程 是 相对 论 性 波动 方程 的 非 相对 论 极限 ,因此 非 相 对 论 性 的 轨 
道 角 动量 工 也 只 是 相对 论 性 轨道 角 动 量 J 的 非 相对 论 极限 ,而 自 旋 角 动量 S 是 轨 
道 角 动量 的 相对 论 效应 . 但 是 在 当今 的 量子 力学 中 ,人 们 把 工 当 作 了 轨道 角 动 量 的 
全 部 ,致使 S 和 J 不 知 是 哪个 空间 的 角 动 量 , 为 此 人 们 想象 出 了 还 存在 着 一 个 “ 自 
旋 空 间 ”, 认 为 $ 是 这 个 自 旋 空 间 的 角 动 量 , 并 且 认为 S 和 L 能 够 “看 合 ”而 成 一 个 
角 动 量 

$+L=J. (5.3.1.37) 

称 其 为 总 角 动 量 . 至 于 这 个 总 角 动 量 J 应 该 归属 于 哪个 空间 ,当今 的 量子 理论 却 从 
未 作 过 交代 . 关于 角 动 量 工 ,S,J 的 本 质 ,在 后 文中 再 作 较 为 详细 的 讨论 . 
类 似 的 方法 讨论 对 工 轴 、 对 y 轴 的 旋转 ,得 到 工 向 > 向 的 自 旋 算 符 


102 第 5 章 ”相对 论 性 量子 力学 ( 工 ) 


0 100 
i， 广 1000 和 
3 2 一 loo op Uh 
oo10 
fo -i 0 0 
人 i 00 0 
5 一时 /= 各 | et = (5.3.1.38) 
ooi 0 
nn oo 0 
i Al -10 of 5: 
S. = 0 NS 0|= 22°° 
0 0 0 一 1 
于 是 自 旋 平方 的 算 符 为 
人 二 吝 友 . (5. 3. 1. 39) 
所 以 由 狄 拉 克 方 程 所 描述 的 粒子 的 自 旋 量 子 数 是 二 
角 动 量 平方 的 算 符 则 为 
t+). (5.3.1.40) 
五 、 等 价 方程 


在 将 二 阶 导数 的 克 菜 因 - 戈 尔 登 方 程 进行 因 式 分 解 ,建立 对 时 间 是 一 阶 导数 的 
波动 方程 时 ,在 同一 个 级 别 的 四 元 数 领域 ,分 解 出 的 结果 并 不 是 唯一 的 . 例如 ,对 于 
(5. 3. 1. 8) 式 也 可 以 把 哈密 顿 算 符 取 成 

H’ = 一 iEoi + c(psi + b,j + Pek)k. 
而 建立 波动 方程 
[E+iEis —c(Pit pj + pk) ky = 0. (5.3.1.41) 
不 过 (5. 3.1.41) 式 与 (5. 3. 1. 8) 式 是 等 价 的 ,两 者 描述 的 是 同一 类 粒子 . 原因 在 于 
下 LE+iEis +e(pit pj De] 广 G 一 Kk) 
= E+iEi—c(pitp,j + Pk)k,. (5. 3.1.42) 


= Li py. 
Chibi 
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一 般 来 说 ,如 果 存 在 着 有 逆 的 四 元 常数 4 ,使 得 


H’ = ADA-. 

则 称 互 "与 互 相似 ,并 记 为 
HQH. 

对 于 方程 

(E— Hy= 0. 
作 相 似 变换 

A(E—H)A"'Ay=0 

后 即 为 


人 =0, 
y=Ay. 
与 原 方程 描述 的 是 同一 类 粒子 . 


5.3.2 自由 粒子 的 平面 波 解 


一 、 平 面 波 


自由 粒子 的 定 态 狄 拉克 方程 是 
Hy = [一 io 一 c( 太 t+ pb,j + Pk)ks y= Ey. C021y 
容易 看 出 ,动量 算 符 Pp 的 三 个 分 量 算 符 万 - ,万 和 万 . 都 与 哈密 顿 算 符 对 易 . 因此 动 
量 与 能 量 已 能 够 同时 确定 . 动量 的 本 征 方程 为 
WW =—ii W = py. (5, 3,2.2) 
(5. 3. 2. 1) 和 (5. 3. 2.2) 式 表明 , 态 函数 中 含有 因子 ex'”"" ,于 是 态 函 数 的 四 元 数 
形式 为 
y= [fut fav ut (gutgu vler rm,. (5.3.2.3) 
其 中 系数 fi ,f; ,gg; 均 为 E,p;，p,，p: 的 函数 .应 用 四 元 常数 和 w 的 运算 性 质 
(参见 (1. 3. 8a) 式 ) ,将 狄 拉克 方程 (5. 3. 2. 1) 式 展开 得 
(E—E)fi—cpg: — ce(p:—ip,)g: 一 0， 
(E—E)fitcpgr — ce(p:tip,)g = 0, 
(E+E)gi— cpifi—ce(ps—ip)f: =0, 
(E+E)g; +cp:f2— cp +ip,)f: = 0. 
方程 (5. 3. 2. 4a) 有 非 0 解 的 条 件 :系数 矩阵 的 行列 式 为 0 导出 了 能 量 和 动量 
的 本 征 值 之 间 存 在 着 关系 式 


(5. 3. 2. 4a) 
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Fr=E+c(p+p+p) = E+cp’. (5.3.2.5) 
方程 (5. 3. 2. 4a) 还 表明 , 态 函 数 中 的 第 三 第 四 个 元 与 第 一 第 二 元 之 间 存 在 关系 
(E 十 Eo)gi 一 cb 六 十 cb 一 这 ) 户 ， 
a Eo)gs =— cpsfi +e(ps: +ip)f. 
(5. 3. 2. 4a) 或 (5. 3. 2. 4b) 式 表明 , 当 能 量 E 和 动量 p 确定 后 , 态 函 数 的 四 个 元 中 
还 剩 下 两 个 元 独立 可 变 , 一 个 归 一 化 条 件 还 不 足以 把 两 者 都 确定 下 来 ,这 就 意味 着 
还 有 一 个 力学 量 与 能 量 和 动量 可 以 同时 确定 . 
再 来 考察 哈密 顿 算 符 ,显然 其 中 的 算 符 pi 十 B,j 十 psk 既 与 五 对 易 , 又 与 万 
对 易 , 而 由 (5. 3. 1. 38) 式 知 


(5. 3.2.4b) 


er 
ap Prit b,j + pk) S 让: (5.3.2.6) 


所 以 上 式 所 示 算 符 的 物理 意义 是 自 旋 在 动量 方向 的 投影 , 称 为 粒子 的 螺旋 度 , 它 的 
本 征 方程 为 


$+ By = shy. (5.3.2.7) 
把 态 函数 (5. 3. 2. 3) 代 入 上 式 得 
= 路 (pf fo) t+ Cg — ig ) wl + pL fa — fiv) wm 


+ (gzw — givi vd + pL ifaw tifivi) ut (Gigau + igiv )v]} 
= sh[Cfiw tt favi)us tt (giu 十 gzu)vz]. 
求 得 


故 螺旋 度 的 量子 数 为 
(5. 3.2. 8) 


它 即 表明 了 粒子 自 旋 的 量子 数 为 二 ,又 表明 螺旋 度 在 固定 的 方向 p 的 投影 有 翅 ( 右 


旋 ) 和 一 去 (左旋 ) 两 种 独立 无 关 的 状态 . 


把 (5. 3. 2.7) 式 代入 波动 方程 (5. 3. 2. 1) 可 得 
eh = 2scpfi, 
((E+E,)g: = 2scpf;. 

将 上 式 与 (5. 3. 2. 4b) 式 联 立 解 得 平面 波 的 四 个 元 


(5. 3.2.9) 
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ek 
ptip, 
fi 2sp Fp 
_ 2scp (5. 3.2. 10) 
Bi 互 十 瓦 刀 
_ _2scb pstip, 
BT E+E 2sp pf 
记 动量 p 的 方位 角 为 9,9, 即 
p= p(sing cosp ex 十 sinb sing e, + cosb e:) (5.3.2.11) 
有 四 种 可 能 的 平面 波 解 
y(E =E,,s= 了 二)= N(cosg iv, 十 sin 人 ef ) (« +E Ew)ei"” ED, 
y(E =E,,s=— } )= N(- sin Ye i 二 cosg ef ) (w -EE*)e"” a 
ys(E= E,s= > )= N(cosg eu + sin ero, ) (二 + wm )eteme 
y(E =E,s 一 去 )= N(- sing et 二 oos 人 ef ) (志和 + ) ee ne, 
(5. 3. 2. 12a) 
其 中 
+ 一 一 下 一 Vep' +E. (5. 3.2. 13) 
以 及 归 一 化 常数 


_ [EFE 
N= 2E. (5. 3.2.14) 


通常 为 了 方便 ,把 动量 p 的 方向 取 为 e: 方向 , 即 p, = p, 一 0,p: 一 p, 则 
(5. 3. 2. 12a) 式 可 以 简化 为 


4 人 (下 一 FE:,s= 去 )= Nu (w + En) ， 


y(E = E:;,s 一 一 ; )= Nu (= EE™ )sie 二 
ys(E=E-,s=—)= Ne 人 EE + )eie, 
yg(E = E,s=— 亏 )= Nv! (EtE* a et 


(5. 3.2. 12b) 
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二 、 一 些 力 学 量 


在 粒子 的 平面 波状 态 (5. 3. 2. 12b) 式 中 ,对 其 一 些 力学 量 计算 如 下 : 


在 x 向 平面 波 (5. 3.2.12b) 式 中 ,由 角 动 量 算 符 (5. 3. 1. 36) 式 可 算得 角 动 量 的 


1. 角 动量 
平均 值 
J 
1 
J 


(95. — zp, — 


y (ps —zp.— 


(zs,— 


kk )ydrdydz = 0， 


让， 有 
7 )wdzdydz = 0， 


i 友 


Bi)vdrdydz (5.3.2.15) 


此 式 表 明 , 狄 拉克 方程 所 描述 的 粒子 ,在 自 由 情况 下 沿 着 动量 方向 存在 着 士 专 的 角 


动量 . 这 个 结果 在 非 相 对 论 量子 力学 中 是 不 存在 的 ,为 了 反映 这 个 客观 事实 ,在 现 
今 的 量子 理论 中 把 此 作为 一 个 基本 假设 放 入 自 旋 理 论 ,并 且 认 为 狄 拉克 方程 证 明 


了 这 个 假设 的 正确 性 . 
2. 速度 


在 z 向 平面 波 (5. 3. 2. 12b) 式 中 ,由 速度 算 符 (5. 3. 1. 31) 式 可 算得 粒子 速度 的 


平均 值 


Vs 


le ckk2)ydrdydz = 0， 


人 一 De seewaraydz 一 0， 


了 = 


cp 一 
_ JE:" 总 和 
| -ee 二 

Er 当 E= 


由 ce cika)ydrdydz 一 


op 

E (5.3.2.16) 
E, 时 ; 
E., =— E; 时. 


上 式 表明 ,对 于 E= 一 Ve pr 十 Es 的 状态 ,粒子 是 沿 着 动量 p 的 反方 向 行进 的 . 


3. 磁 矩 


对 于 带电 一 e 的 粒子 (如 电子 ), 如 果 它 绕 着 某 空间 轴 ( 设 为 e. 轴 ) 转 动 的 速度 
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为 w, 那 么 将 形成 磁 矩 在 该 轴 方 向 的 分 量 
A = 小 dpdz. (5.3.2.17) 


其 中 o 是 粒子 到 该 轴 的 距离 . 由 于 we 一 0, 所 以 
pe = 0. (5. 3.2. 18) 

此 式 表 明 , 由 狄 拉克 方程 所 描述 的 粒子 在 自由 状态 下 即使 带电 也 不 存在 磁 矩 . 这 对 
现今 量子 力学 自 旋 理论 中 的 第 二 个 假设 :电子 内 烹 着 自 旋 磁 矩 是 一 个 否定 . 

4. 能 量 

在 自由 粒子 的 平面 波 解 (5. 3. 2. 12a) 或 (5. 3. 2. 12b) 中 ,有 两 个 能 量 小 于 0 的 
波 E= 一 E, 天 0. 在 经 典 相对 论 力学 中 ,质点 的 能 量 小 于 0 是 没有 物理 意义 的 ,所 
以 把 E<0 的 删 去 是 非常 自然 的 . 在 相对 论 量 子 力学 中 ,E<0 的 解 是 否 也 应 该 删 
去 呢 ? 

“EE<0 的 波 没有 物理 意义 ”, 这 句 话 可 以 省 略 对 这 种 波 的 讨论 ,看 似 简 单 , 但 却 
是 丧失 了 一 次 认识 自然 规律 的 机 会 ! 

首先 ,(5. 3. 2. 12a) 式 中 已 = 一 下 + 的 两 个 波 确实 是 狄 拉 克 方 程 的 解 , 在 狄 拉 克 
理论 的 初创 时 期 ,怎样 解释 负 能 现象 是 一 个 困难 . 由 爱 因 斯 坦 质 能 关系 E=mc?， 
E<0 意味 着 m<0. 这 在 物理 学 中 是 不 可 想象 的 ,与 客观 规律 矛盾 的 . 例如 ,所 有 的 
原子 都 存在 着 最 低 的 能 量 状态 , 称 为 基态 ,因为 只 有 这 样 才 能 有 稳定 的 原子 ,才能 
存在 着 大 千 世 界 . 而 负 能 量 的 状态 却 是 无 穷 无 尽 的 ,原子 向 更 低 的 能 态 跃 迁 将 不 断 
地 进行 ,与 有 稳定 的 原子 的 客观 规律 相 矛 盾 . 

为 了 解释 负 能 状态 , 狄 拉克 提出 了 所 谓 的 “ 空 穴 理论 "“ 空 穴 理论 ”认为 ,在 所 
有 的 负 能 态 上 已 被 无 穷 多 个 电子 占 满 ,因而 由 于 泡 利 不 相 容 原 理 , 电 子 不 再 能 向 负 
能 态 上 跃迁 了 ,从 而 使 得 原子 有 了 基态 . 如 果 负 能 态 上 的 电子 缺失 了 一 个 ,那么 称 
为 形成 了 一 个 “ 空 穴 ”, 这 时 原子 已 经 处 在 了 能 量 较 高 的 激发 态 , 从 而 将 发 生 电子 从 
正 能 态 上 向 “ 空 穴 ” 的 跃迁 . 这 个 “ 空 穴 ” 理 论 看 起 来 似乎 奥妙 ,但 笔者 却 认 为 它 在 理 
论 上 就 是 说 不 通 的 ,因为 负 能 态 中 电子 的 海洋 远 不 是 单 电子 理论 所 能 导出 的 结论 . 

5. 反 粒 子 

换 一 种 思考 方式 来 理解 负 能 态 的 两 个 波 . 上 一 节 中 曾 对 狄 拉克 方程 作 过 正 反 
变换 ,使 方程 变 为 


[iEois + ce(Brit pj + Pk) ky 一 一 EN (5. 2.197 
上 式 与 (5. 3. 2. 1) 式 的 差别 是 : 
巨 的 本 征 值 从 EE 变 成 了 一 EE， 
状态 从 y 变 成 了 yy. 
这 样 ,(5. 3. 2. 1) 式 中 的 负 能 态 波 成 了 (5. 3. 2. 19) 式 的 正 能 态 波 . 
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少 {( 忆 一 下 ,5 一 } )= N (sin eu — cos geso,) 
1 (5. 3.2.20) 
y(E = E;,s 一 一 去 )= N(cos eu 十 sin en ) 
在 状态 y 中 的 动量 p 的 反方 向 , 即 
0 一 0， 
全 和 局 民 (5. 3. 2. 21a) 
把 p 换 成 x 十 9. 
则 
少 ( 忆 =E,s= 去)= 一 iN (eos eu + sing efu ) 
. (« +E ttE™ )e 9， 
少 ( 开 一 下 +,5 一 一 亏 )= iN(- sinfe 齐 z 十 cos ef ) 


(« -EE prED, 
(5. 3.2.21b) 

与 (5. 3. 2. 1) 式 的 正 能 态 波 ((5. 3. 2. 12a) 的 前 两 式 ) 比 较 , 仅 差 一 个 因子 士 i, 这 对 
状态 并 无 影响 ,不 过 波 是 沿 着 p 的 反 向 行进 的 ,这 种 波 就 是 反 粒 子 的 波 . 

狄 拉克 方程 的 正 反 变换 不 变性 表明 它 同 时 描述 了 一 对 正 反 的 粒子 ,其 负 能 态 
的 解 实 际 上 就 是 其 反 粒 子 的 正 能 态 解 . 反 粒 子 与 粒子 除了 电荷 等 性 质 相 反 外 , 它 是 
逆 着 动量 方向 前 进 的 . 

狄 拉克 方程 的 建立 ,一 方面 莫 定 了 相对 论 量子 理 论 的 基础 , 另 一 方面 预示 了 反 
粒子 的 存在 是 其 又 一 功绩 . 


5.3.3 电子 在 均匀 恒定 磁场 中 的 运动 


一 、 方 程 的 解 
把 磁场 B 的 方向 取 为 e: 方向 , 矢 势 为 
a= Be, = 于 BC 一 ye- + ze,). (5.3.3.1) 
其 中 (ovp,z) 是 圆柱 坐标 系 . 电子 在 上 式 所 示 的 均匀 恒定 磁场 中 的 哈密 顿 算 符 是 
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六 [B+ (B+ 多 xz) + (5 一 志 y)e (5. 3. 3, 2) 


显然 ,z 向 动量 算 符 万。 与 入 对 易 ,z 向 角 动 量 算 符 
Ee (5.3.3.3) 
与 方 . 的 对 易 性 是 明显 的 ,下 面 验证 j. 与 吾 的 对 易 性 . 
j .与 及 中 的 前 两 项 一 iEois 一 cB.iks 对 易 很 明显 ,只 需 验证 与 后 两 项 的 对 
易 性 ， 


(#8, 一 36 一半 让 [ (s+ 这 zi + (5 一 学 y)x] 


B B eg， ，\， 
+ 守 zBy 一 9 十 i 全 y 一 所 zyb)j 一 ! 


-ee gy 
十 ( 靳 丰 十 访 辽 = 一 区 cp 一 ?5 十 辽 y 志 站 十 过 ( 志 一 这 >， 


[( 玉 + 到 =J+ ( 吉 一朗 y)x ](zp, 一 y6 一 法 i) 


= (zB 十 学 zy +ihp 一 5b, 一 电 zyp.)j 十 过 0 zt 


+ (~ ihp, + 2p:p， 一 时 zyp， 一 9B: 十 这 YB) 一 .By 
两 者 相等 ,所 以 
j.H = Hi.. (5. 3. 3.4) 
这 就 表明 ,在 均匀 恒定 的 磁场 中 ,电子 在 磁场 方向 的 动量 分 量 、 角 动量 分 量 , 以 及 能 
量 可 以 同时 确定 , 三 个 本 征 方程 分 别 是 


By = py (5.3.3.5) 

jy 一 miy (5. 3. 3. 6a) 
和 

Hy = Ey. (5. 3.3.7a) 


由 方程 (5. 3. 3. 5) 可 知 , 态 函 数 y 中 有 因子 ex“* ,本 征 值 p: 可 以 连续 地 取 值 .方程 
(5. 3. 3. 6a) 在 圆柱 坐标 系 中 的 形式 是 
(i 名) = my. (5. 3. 3. 6b) 
态 函 数 为 
p= [filp puut falprp out gilpsp) uv + ga (ps9) vv Jer tr PB), 
(5. 3. 3. 8a) 
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代 人 (5. 3. 3. 6b) 式 得 


世 -f- 于 =-C- 宙 
i 品 一 (m+ 去 )A， i = (w+ 去) 


所 以 ,fi 和 gi 含有 因子 e(" 二)*, 户 和 gs 含有 因子 elm)*, 且 mm 一 士 广 , 士 子 ， 


… ,以 保证 态 函 数 的 单 值 性 . 
波动 方程 (5. 3. 3. 7a) 在 圆柱 坐标 系 中 的 形式 为 
{E+ iEia te [Pit (-i hsing 品 -i heosg 8 + 这 pcosg)j 


vi 


本 (= i hcosp 哆 本 hsinp 2 一 多 psing)t k: js 一 
(5. 3.3.7b) 
再 把 态 函 数 (5. 3. 3. 8a) 进 一 步 写成 
y={[fi(p us t+ gp) ve Ct) 


+ifi(pus + galp)va le (i) )eY erm, (5.3.3.8b) 


其 中 4= 电 把 此 式 代 入 (5. 3. 3. 7b) 式 后 展开 ,整理 成 为 


Es —(m— 3)2 一 201 十 :fi 十 ezgs 一 0， 
Na + Ef eg 一 0 
d 1 (5, 3:3.9) 
一 (mm 一 国 肪 一 4Mogi 十 所 Re tefr =—0, 
Pa =0. 
dp 2/po 让 

其 中 心 一 一 二 es 一 全 名 把 (5. 3.3.9) 式 再 对 6 求 导 一 次 ,整理 后 为 

Aldf_ (m1)f 笃 + +[ i 2 + 去)] = 

Bp (一 二 ) 及 Fr 衣 人 2(m 十 环 ) | 六 = 0， 


of | 只 一 (m+ 二 ) ee (mt 记 )]/ =0. 
(5. 3. 3. 10) 


Bg1 和 g 的 方程 分 别 同 f 和 f; 的 方程 ,于 是 可 用 常数 分 别 表示 成 
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(=f, 
2 (5.3.3.11) 


g2(p) = kz falp). 
用 寡 级 数 法 解 (5. 3. 3. 10) 式 . 令 


fi(p) =p" Dap”, 
二 (5. 3. 3. 12) 
filp) =p" Dbp”. 
En 
把 他 们 代入 (5. 3. 3. 10) 式 ,由 其 上 式 得 


PD [ts) — (二 oo 2 


v=0 


三 > [2(2+s 十 驶 十 3)-ae + 双 eo. 
从 p" “项 解 出 

5 = 土 (m 一 喜 )- (5. 3. 3. 13) 
从 其 他 各 项 得 到 系数 的 递 推 关系 


; 
4 (2+ +m 十 部 )-ae 十 生 


a 一 Aa, v=0,1,2,.°. 


C2v+s 二 2) 一 (m 一 译 ) 


(5.3.3.14) 
下 面 分 两 种 情形 讨论 : 


对 于 mm 一 诗 ' 立 , 训 ,…sp 一 0 时 态 函数 有 界 条 件 导致 
51 一 加 一 BN 
p 一 < 时 态 画 数 的 有 界 条 件 导致 fp) 的 级 数 必须 中 断 成 多 项 式 , 于 是 


ee 一生 一 sm， n = 1,2,3，…- (5.3.3.15) 


由 此 得 到 电子 能 量 的 本 征 值 为 ( 负 能 态 不 再 讨论 ) 
E= VE +cp:+2neBhc’, n=1,2,3,.. (5. 3. 3.16) 
系数 的 递 推 关系 (5. 3. 3. 14) 简 化 为 


eB 十 十 二 n 


2 Ce+DlD(* 十 wm 十 二 ) 


Qt av， 一 01 一 一 二 


(5. 3. 3. 17a) 
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对 于 一 一 去 ,一 也 ,一 交 ,…,p 一 0 处 态 函 数 的 有 界 条 件 导致 
5 一 一 mm 十 去. 
Pp 说 吕 处 态 函 数 应 有 界 致使 级 数 需 中 断 成 多 项 式 , 仍 导致 能 量 的 本 征 值 为 
(5. 3. 3. 16) 式 ,系数 的 递 推 关系 则 简化 为 
a 一 四 一 二 一 v=0,1, nl (5.3.3.17b) 
2 二 1) (* 一 m 十 去) 
同样 的 方法 解 出 户 (o) ,所 得 能 量 的 本 征 值 仍 是 (5. 3. 3. 16) 式 . 再 把 fi(p) 和 
fz(p) 代 入 方程 (5. 3. 3. 9) 解 出 g1(p) 和 gs(p) ,结果 如 下 : 


对 于 mm 于 ,二 ,一 去 的 情形 


六 (6) = BD aot, am 过 部 Te 
“4t 纺 (y+D(v+m 十 豆 ) 
二 v 十 m 十 丰 一 nn 

f(D = Dbprmi, bn = 入 一 一 一 一 sb.， 
= 2 十 1D)(* 十 mm 十 部) 


1 bo ps 
gilp) = hfilp) = [em+D 名 + jp 


本 ss 2eBn ao _ 在 | > 
Balp) = 和 flp) = 局 [es pi A 
(5. 3. 3. 18a) 
对 于 mm 一 一 到 ,一 二 ,一 计 … 的 情形 
加 
fi(D = Dao"t, an= 和 一 一 
9 入 C+Dfv 一 m+ 壮 ) 
(op) = Dop” "tt, bn 一 入 一 
= 入 ov 十 D (vm 十 豆 ) 
2eBn bo | p: 
gi(p) = hfilp) = li 人 jp, 


lp) 一 心 户 (o) 一 二 + [Gm-— be 及 = g |,cp). 


(5. 3.3. 18b) 
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此 结果 并 未 归 一 化 . 
二 、 电 子 的 速度 和 磁 矩 


在 解 得 了 电子 的 概率 波 以 后 ,我们 计算 电子 的 速度 和 形成 的 磁 矩 . 
沿 e: 方向 的 速度 为 


[wsweapdedz 
二 
eweapay 
fratfigr —fig:— feg? )ododygdz 


(fr fit+fifitgi gt Bg gr)pdpdpdz 


DT. = 一 


『 [kf Cp) — ka fi(p) Je-™ pdp 
C+HOAD+ UIT A pe pdp 
为 了 算出 上 式 , 需 要 导出 几 个 积分 公式 . 计算 积分 


= ， 全 | f= dlpf1ifa) a 
[ns » dp 一 去 [er Ps 了 Fe [ dp ew dp] 


一 2c 


= 攻 (AAte 时 + 时) 


把 (5. 3. 3.9) 式 的 前 两 式 代 入 上 式 得 到 
effew dp =a) [sft (eh Ee)ofi = (eh te)ofs |e ap. 
于 是 有 等 式 

(eh) oie dp = (eh te)| pew do. (5.3.3.19) 
将 (5.3.3.19) 式 代入 吉 的 等 式 得 
ki (se 和 全 一 (eh 一 关 ) 


7 一 2c 
(1 十 局) (es 十 全) (十 局 ) (eh 一 司 
a 2cp: 
Res(l + hk) + ph — ka) 
op: 
er (5.3.3.20) 
与 经 典 力学 的 结果 全 同 . 


沿 6, 方向 的 速度 
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二 二 二 cosg 十 十 sing 一 一 of’' (cospk + singj)ky 


=c[(fri gt+fogi e+(figt+figi)er]=0; 


绕 e. 轴 的 回转 速度 


研一 一 灭 sing 十 一 cosp = cy' (singk — cospj )kay 
=ic[(g? f+fig)er— (fig:t+e foe™] 
= 2c[fi(p gap) + filp gp Je™ 


= 2c( + ha) frp falpDe™ 
因 电 子 绕 e: 轴 的 回转 运动 而 形成 e: 方向 的 磁 矩 


mp’ dpdz 
=—e 


由 ‰dodpdz 
sd 


由 积分 
[epfew d=— [eff 


Ck + hs)| pf fre dp 
fra + 十 (1 二 局) 及 Je-wp dp 


pm 二 = 人。 do] 


= 二 | -pton 生 + 2 f, a 


把 (5. 3. 3. 内 前 内 并 代 人 上 网 AN 让 扩 科 到 和 并 


「 [sn 二 (se 一 和 je 有一 (ee + ) fl wi dp = 0. 


再 把 积分 
| fe op= 让 sas dp 


52kz 十 


-e+ pie dp+ 


1(* d(pfi) - 
『 Pp flew’ dp 一 去 | < 2 dp 


EzAi 一 


(5.3.3.21) 


Ro pr fifre™w dp; 
(5. 3. 3. 22) 


rm ae dp+ 


-人 Pfifre™ dp 
(5. 3. 3. 23) 
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代入 (5. 3.3. 21) 式 ,并 由 (5. 3. 3. 19) 式 得 到 等 式 
[offre™w dp 一 去 ( 一 se) ftew dp. (5.3.3.24) 
把 (5. 3. 3. 19) 和 (5. 3. 3. 24) 代 入 pc 的 算式 得 
(十 如 (se 和 一 大 ) (ce 如 十 全) 


全 GL 十 局 ) (es 如 十 至) 二 GT 十 悦 ) (eh 二 中 


Le [eu 十 (一 如) 经]- 经 


机 二 看 寺 全 二 5 lete 
由 (5. 3.3.18a) 和 (5. 3.3.18b) 式 中 的 & 和 ks 知 
2eBn 十 全 ). 
记 


再 由 电子 的 能 级 (5. 3. 3. 16) 式 算得 电子 的 回转 运动 产生 的 磁 矩 为 
入 一” 下. (5. 3. 3. 25) 


至 此 求解 过 程 尚未 最 终 完 成 ,因为 在 解 (5. 3. 3. 18a) 和 (5. 3. 3. 18b) 式 的 状态 
中 还 存在 着 两 个 独立 可 变 的 常数 a。 和 bo ,一 个 归 一 化 条 件 还 不 足以 把 两 者 都 确定 
下 来 .表明 由 p. ,J 和 EE 共同 确定 的 这 个 状态 ((5. 3. 3. 18a) 和 (5. 3. 3. 18b) 式 ) 仍 
然 是 由 两 个 独立 的 状态 叠加 而 成 的 ,应 该 还 有 力学 量 能 与 记 ,J. 和 EE 同时 确定 .为 
了 找 出 这 个 力学 量 ,把 这 个 状态 分 解 成 


二 全 
hh 二 (4 一 各) 全 二 汪 ( 和 一 


y= aot+ bo (5. 3. 3, 26) 
显然 
二 下 
办 二 PR a 
i (5. 3. 3. 27) 
于 pe 


且 利 用 (5. 3. 3.19) 式 易 证 
Dawedpapa: 守 由 wweapaedz =0, 
表明 状态 y; 和 y- 是 独立 无 关 的 . 令 


($= (H+E)#., 
| (H+E)$， (5. 3. 3. 28) 
多 一 aog .十 bg 
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有 
y= (H+E)s$. 
用 验算 可 证 明 


; 


Ulu, 


(5. 3. 3.29) 

= dd > 

bo (E+E,) 
对 于 状态 如 有 


Ei (mt ) ed vu, 


Sp: 一 士 到 和 (5.3.3.30) 


表明 了 #4: 是 自 旋 z 向 分 量 的 两 个 本 征 态 , 而 状态 y: 是 由 自 旋 = 向 分 量 的 两 个 本 征 
态 $4 通过 (5. 3. 3. 28) 式 所 决定 的 状态 ,但 这 两 个 状态 本 身 却 不 是 5, 的 本 征 态 . 为 
了 表示 这 个 尚未 知 其 名 的 力学 量 的 算 符 ,我 们 在 形式 上 表示 成 

内 一 ( 百 十 已) 办， 
于 是 


S.(H+E) ys =+ (H+E) iy,. 
所 以 
( 折 十 ES.( 入 十 E's 一 土 妇 业 (5. 3. 3. 31) 


表明 两 个 状态 y+ 和 少 - 分别 是 算 符 (HH 十 E)S. (有 H+E)”! 的 属于 本 征 值 寺 和 一 志 的 


本 征 态 . 
然而 这 个 算 符 的 物理 意义 是 什么 ? 它 作用 在 函数 上 将 怎样 进行 运算 我 们 也 不 


知晓 ,但 它 的 本 征 值 却 是 士 直 . 


三 、 与 泡 利 方程 结果 的 对 照 


在 非 相对 论 量 子 力 学 的 力学 , 泡 利 考虑 到 电子 因 内 豪 着 自 旋 磁 矩 而 在 磁场 中 
具有 势能 ,而 在 薛 定 谓 方程 中 加 入 了 这 项 势能 建立 了 泡 利 方程 


(ee Bk — (E—E)#. (5. 3. 3. 32) 


[ 存 2E, 


其 中 
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在 均匀 恒定 磁场 BBe. {a 一 去 pBes ) 中 ,力学 量 
Li= ,= ih 
9 


二 ee) 

Bb 一 一 i 太 3z， (5. 3. 3. 33) 
< _ [1 °] 

S, a 一 1 


都 可 与 能 量 同时 确定 . 解 得 能 量 的 本 征 值 为 


(5. 3. 3. 34) 


属于 本 征 值 4. 一 mm 一 去 ,= 一 去 和 本 征 值 4 一 mm 十 却 , 一 一 却 的 状态 分 别 就 是 


(5. 3. 3. 28) 式 中 的 $ 和 $-. 
相应 于 泡 利 方程 (5. 3. 3. 32) ,电子 的 概率 流 密度 为 


Ye 
(5. 3. 3, 35) 
于 是 算出 电子 沿 磁场 方向 运动 的 速度 为 
党 (5.3.3.36) 
电子 因 绕 磁场 方向 e. 回转 而 产生 磁 矩 
人 = 一 中 zwdrdz 
对 于 状态 #5. ,有 
2 1 _ 
0 HE EE [(” 1 )Ae + 2pfi Cp) Je * 
对 于 状态 $- ,有 
we hc? 1 Co) a 
w= BE EE ("+ 3) pe + apf3(p) |e™ 
应 用 (5. 3. 3. 22) 式 分 别 算出 电子 绕 e 回转 而 产生 的 磁 矩 
1\efc  、 1 
("一 二 ， 当 =m 一 记 ， 一 去 时 ， 
ee i | 3 
一 (n+ z) 天 当 一 六 十 去 运 一 一 于 时 : 


泡 利 方程 与 狄 拉克 方程 两 种 结果 的 对 照 见 表 5. 1. 
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表 5.1 
泡 利 方程 国 狄 拉克 方程 
动量 p: p: 
E—VE+cop ianeBhe 


a 
EtsE tn E+ 


2E, 


了 
能 量 | E 一 已 十 5 在 二 neBAe 
A 


LL 一 (m 一 十 )h，S. 一 二 
1 
2 


角 动 量 | |L, 一 (m+ 讨 )4，S. 一 一 二 Je=mk 
L:+S.=mk 
[a 
do,= 一 (去 ) 给 -， 
: 
4p).= 王 从 ， 
1 ep eh: 
磁 逢 | (0,= 一 (n+ 去 ) 续 一， noE 
(= 二 丢 - 
2 
(p+ bp) = —n EE 
Pi 加 
由 Fe 沁 和 
二 = | 已 | -cp+ 
波 函数 | =[% |] |G |=a+e | 
G: 0 


从 波 函 数 看 : 狄 拉克 方程 有 四 个 元 , 泡 利 方程 仅 两 个 元 ,而 且 是 狄 拉克 方程 的 
四 元 波 函 数 中 略 去 后 两 个 元 的 结果 . 
从 力学 量 来 看 : 泡 利 方程 的 结果 是 狄 拉克 方程 结果 的 非 相 对 论 近 似 . 然而 ,从 


泡 利 方程 解 得 力学 量 时 ,已 经 附加 了 几 条 假设 :电子 “内 囊 " 着 专 的 自 旋 角 动量 ;“ 内 


京 "着 于 2 的 磁 矩 ; 自 旋 角 动 量 和 磁 矩 会 与 轨道 角 动 量 和 磁 垂 奈 合 成 “总 "的 角 动 
量 和 磁 短 . 这 就 意味 着 在 非 相对 论 量子 力学 中 ,必然 要 附加 进 自 旋 理论 和 角 动 量 的 
耦合 方法 . 而 泡 利 方程 本 身 也 是 根据 这 些 物理 思想 才 建 立 起 来 的 . 

两 相对 照 , 泡 利 方程 是 狼 拉 克 方 程 的 非 相 对 论 近似 是 显然 的 ,近似 之 处 在 于 ， 
一 方面 波 函 数 用 #4 wi 十 $v 代替 了 (Fi 十 Favi)ws 十 (Giui 十 Gsv1)vi; 另 一 方面 
在 计算 力学 量 时 用 静 质 能 E, 代 普 了 总 能 量 E. 更 重要 的 一 个 差别 是 ,在 用 非 相对 
论 近似 时 ,还 需要 添加 一 个 物理 观念 :电子 内 应 着 自 旋 角 动量 ,内 训 着 自 旋 磁 矩 , 内 
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昧 的 角 动 量 和 磁 甜 与 轨道 角 动 量 和 磁 矩 看 合成 了 总 的 角 动 量 和 磁 矩 . 泡 利 在 建立 
他 的 方程 时 正 是 应 用 了 这 种 物理 观念 的 ,而 狄 拉 克 方 程 却 根本 不 必 涉 及 电子 内 部 
是 否 存 在 着 运动 . 

5.3.4 所 原子 


一 、 氢 原子 的 波 函 数 


狄 拉克 方程 对 氢 原 子 的 成 功 处 理 是 使 所 原子 迅速 地 得 到 公认 的 一 个 原因 ， 
在 氢 原 子 中 ,单个 电子 在 原子 核 所 产生 的 库仑 场 中 运动 ,具有 势能 

ca 

U(r) =——. 


其 中 o 一 一 和 一 一 称 为 精细 结构 常数 . 定 态 的 猴 拉 克 方程 


dneofic 

Hy=Ey (5.3.4.1) 
中 ,哈密 顿 算 符 是 
让 二 = 4 iEois — cBi + pyj + Pk ks. (5.3.4.2) 
有 两 个 算 符 他 们 本 身 对 易 , 又 都 与 哈密 顿 算 符 对 易 . 一 个 是 = 向 角 动 量 算 符 

了 一 亡 十 3 一 一 汶 各 一 训 (5.3.4.3) 

另 一 个 是 算 符 
K= it Lt tL (5.3.4.4) 


JJ., 开 , 感 三 个 算 符 之 间 的 对 易 性 可 由 验算 予以 证 明 ,但 因 运 算 宛 长 ,我 们 把 它 略 
去 .不 过 从 解 出 的 结果 知道 ,这 三 个 算 符 所 相应 的 力学 量 确实 能 够 同时 确定 ,所 以 


也 反 过 来 证 实 了 它们 确 是 对 易 的 . 
由 角 动 量 向 分 量 的 本 征 方程 
on i 
(Ee (5.3.4.5) 
知 , 波 函数 
rt) = {LF Gru 十 Fi(ru]u tt [Gi ru 十 GoCr)m]}je se 


(5.3.4.6) 


中 ,Fi(r) 和 Gi(r) 有 因子 em 了 )s,F,(r) 和 G(r) 有 因子 el"1)*. 把 算 符 开 的 本 
征 方程 
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Ry = (i+ Et By + Lk)iog = Ky 
在 球 坐 标 系 (r,b,9p) 中 展开 得 到 
(K+ 坦 十 mm)Pi Gr) =— sing es + (m+t 寺 ) FC), (5.3.47a) 
(K+ 二 一 m)PsCr0) =—sin0 t+ (mm 一 让 ) Pir) (5.3.4.7b) 
(一 K+ 去 十 ma)G(r9) = 一 singaGC 信 十 (mm 十 去)9 Ger, 六 ，(5.3. 和 .79 
(-K+ 玛 一 mr = 一 sin02GC 人 + (m 一 去)S Gi Cr,0) (5.3.4.7d) 
把 (5. 3. 4. 7a) 式 对 cosg 再 微 商 一 次 为 
(+ 二 i + (nt 


1 \F,(r,0) 
+ (m+ 豆 ) sinig 
将 上 式 和 (5. 3.4. 7a) 式 代入 (5. 3. 4.7b) 式 得 到 了 连带 勒 让 德 方程 


1 2 
,100° F,(r,0) QF,(r,0) | (m+ 喜 ) | 
2 点 _ 一 
sin 0 (Beosg)5 2cosb cosg +|IK(K+1) img F,(r,0) = 0. 
于 是 
a 
Fi(7,0) = ose (cosg)， (5. 3.4. 8a) 
其 中 = 士 1, 二 2, 十 3pm 一 士 可 , 士 误 ,…, 士 IK| 一 去 . 
应 用 连带 勒 让 德 多 项 式 的 运算 公式 
C21 二 Deos0 Pm 二 (1 十 mm 十 训 )PP 守 二 (1 一 mm 十 诗 )Pr， 


1 
mt 


3 bs 1 } 
(2L+ Dsin’g Fess5 一 U+D (itmt+)P UG ; Pr 


(21+ Dsing Pr 十 = pr — pt. 
把 (5. 3. 4. 8a) 式 代入 (5. 3. 4. 7a) 式 得 到 


Fir'0) = (K 十 去 一 mm 
从 (5. 3.4.7) 式 又 可 知道 ,只 要 把 K 换 成 一 K ,下 两 式 就 与 上 两 式 相 同 . 因此 


Gi(r,0) = (K+ —m)e HP 3 (eos0), (5. 3. 4. 8c) 


)f Pr [4 (e030), 《5.3.4 8b) 
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本 
Gilr,0) = gn)P| | e050). (5.3.4.8d) 


至 此 尚 有 两 个 径 向 函数 f(r) 和 g(r) 待 求 .再 利用 波动 方程 在 球 坐 标 系 中 的 四 


个 分 量 形式 
， DB fd a 
—i cosg 2 sing -5 )F1 Cn) ie (sing 多 十 cos9 六 rE 
— (e+&)6(r) =0, (5. 3.4. 9a) 
一 i(cos0 多 一 sing 人 )Fs(r) +ier(sing 全 +cos0 B+)Fn) 
Br rab 7rab a 
+ (ete)G:(r) =0, (5.3.4.9b) 
aa .9 a 加 9 
—i cos0 FS — sin0 -G7 G1 (7) —ie " (sing 全 十 cos0 名 A 部]: 
—(a+£2)F(r) =0, (5. 3.4.9c) 
, a 3 a i 8 
一 i cos0 且 一 sin0 ;8 )G:(r) +ier(sing 电 +cosg 记 + A 
+ (mts)F(r) = 0. (5. 3.4. 9d) 
把 (5. 3.4.8) 式 以 及 与 它们 相关 的 和 gy 角 有 关 的 因子 代入 波动 方程 (5. 3. 4. 9) 得 到 
的 四 个 等 式 分 别 为 
[让 率直 二 ~ 1 
[(K+—m)eosopl ss + sinopt oy| 3 [++ £] 
生 训 =K 守 二 匡 +2)ep™t 
=i(-K+ m)(e: . “er a 
[= =- rm dg _(K 一 1) 允 
| K+ 2 m)eosoPl |、 i 十 singPi 本 | 辣 | (KR 1 全 | 
和 二 :二 rp" 
一 记 开 十 本 m) (+2 res 
r/R 1 maingp™t _ i 
[(K+B—m)singpT | cosbPT y+ K+vL] 
2 a mr 
一 1 十 竺 )gPTe| -1， 
[大 下 二 二 到 ;= 二 dg_(K_1)& 
[ (K+ a ds eosgpl ws | [于 (K—D a 
=i 十 全)7PT | 1 A 


(5.3.4.10) 
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由 连带 勒 让 德 多 项 式 的 运算 公式 ,(5. 3. 4. 10) 式 简化 成 了 
至 +CK+D 寺 一 一 ies 十 4)g， 


dg_(K_1) 吾 一 ife 十 也 
Ee bi 人 (+ 
再 令 

f(r) = A(ne™", 


g(r) = iB(rn)e ", 


Ey a 
(5. 3.4. 11) 式 变 成 了 
(Fe 
dr 二 二 汪汪 
dB_ (Kk-1)B+ed =B-ah. 
dr r 
用 短 级 数 法 解 上 式 . 设 


A(r) = 天: Da,ler)’, 
气 


B(r)=r"! Dialery’, 
把 它们 代入 (5. 3. 4. 13) 式 后 为 


Dtst Ra — bler”"? = Dea, teb)er™!, 
sid v=0 


Dts— Kb, 二 oa]err = Dleb,—ea der™. 
气 气 


由 “项 的 系数 为 0 得 到 


(十 开 )ao = oho, (一 天 )b 一 一 oa 


故 
s =+ VK' —a’. 

考虑 到 + 一 0 时 态 函数 的 有 界 条 件 ,s<0 的 解 应 舍 去 ,所 以 
s= VK 一 号. 

其 他 各 项 系数 之 间 的 关系 为 


(十 5 十 1 十 天 )as wb, = a, t+/ 


(十 5 十 1 一 天 )6 十 oa 一 久 十 外 


(5.3.4.11) 


(5. 3. 4. 12) 


(5.3.4.13) 


(5.3.4.14) 


(5.3.4.15) 
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其 中 v=0,1,2,…. 解 得 了 系数 间 的 递 推 关系 
-ttl RYE TEte EE CO ) 
Es —E)" 


tt CD 二 2 二 1 EFE 
bp = tst1tK) El CA ) 
人 G+ DG+2s+1) E+E 和 ,一 王 矿 


(5.3.4.16) 
由 于 在 > 一 co 处 态 函 数 必须 有 界 ,因此 径 向 函数 (5. 3. 4. 14) 的 级 数 应 该 中 断 
成 多 项 式 . 假定 级 数 中 止 在 pr*! 的 项 ,那么 需要 
a b, 
。 
VEoTE VE —E 


= 0. 


这 样 由 (5. 3.4. 16) 式 知 


x Eu—E RR | 
mr 十 5 一 天 十 ETEt” s+K—a EE: 


解 得 了 能 量 的 本 征 值 ,也 即 氢 原 子 的 能 级 


E=E, (5.3.4.17) 
CQ 
yt 祭 中 加 
氢 原 子 的 状态 则 为 
Fr'o = (K 一 m 十 去)AnDe “PT ycosb)eCrt)re 训 ， 
Fas(r't) = A(r)e “PT [4cose (mi)re 证 ， 
-上 1 i 
G(r,t) 一 一 i(K +m 一 去 )BopeP 让 所 (cos em )re sre, 
Galr,t) 一 iB(W)ew Ph cos e mi)re ie, 
i 
(5.3.4.18) 


二 、 氢 原子 的 磁 算 


原子 的 磁 矩 是 一 个 常用 的 物理 量 , 它 在 研究 原子 结构 时 起 着 重要 作用 . 例如 当 
原子 束 通过 不 均匀 的 磁场 后 分 成 了 数 束 的 施 特 恩 - 格 拉 赫 实验 ;把 中 性 原子 放 信 磁 
场 中 发 光 产生 的 塞 曼 分 裂 等 , 曾 是 人 们 认识 原子 结构 的 关键 实验 ,这 些 都 与 原子 的 
磁 矩 有 关 , 原 子 的 磁 矩 是 由 原子 内 的 电子 运动 产生 的 ,原子 核 本 身 的 磁 矩 因 很 小 ， 
在 研究 原子 结构 时 可 以 忽略 . 

在 所 原子 中 ,电子 的 概率 密度 是 
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v0={[(K mt 3) (phosts) + (Ps) ] 
+[(k+m- 二 ) (P 总 31) + (Ps) J )ew™. 


电子 的 概率 流 密度 是 
v=w=0, 


ve = ic[(G? Fi + Fi Gi)er— (Fr G+G? Fs)e”] 


= zc[(K 一 m+ 寺 Pi br ya (5.3.4.19) 
+ (K+m- 坦 )B Ps Piet +] Be 
应 用 连带 勒 让 德 多 项 式 的 积分 公式 算得 
Ee 
[jwwrrsineardadp = 4 Um (A? + Br)e wdr, 
(ee) 


omia( 加 
4K:—1 (IK 一 m+ 去 )! 


je rrasin2gvdrdp = 
oo 


于 是 氧 原子 的 磁 矩 
2 nr sin? Oudrdo _ mce [raB erdr 


“fs yrsingdragdpg 1— 4K" | 必 (A? + Br)e dr 
(5. 3.4.20) 


下 


积分 
本 a A 
[ra ed = 六 (3-4 +2rAT)e dr. 


把 (5. 3.4.13) 式 代入 上 式 的 右 端 得 
| 1Aze dr 
= (aa +2r [eA — (K+D +(e + 8)AB])ewar. 
同样 方法 可 求 得 
[Bewar 


一 [a7 +2r [eB +(K—) 全 @ +£)AB])e™ar. 
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消去 等 式 两 端 相 同 的 项 得 到 
fra 一 2K)mA: 十 2ar2AB + 2er ABJe* dr = 0, 


fra +2K)rB: 一 2or2AB — 2er’ ABJe* dr = 0. 
两 式 相 加 后 为 
[= 十 B:) 十 2Kr2(B: — A’) + enaB le a 
0 fc 
记 
[Brewar 
4A= 盖 一 一. (5.3.4.21) 
[Arewar 
则 氢 原 子 的 磁 矩 式 (5. 3. 4. 20) 成 为 
A 和 (2K). (5. 3. 4. 22) 
在 A 中 ,A 和 B 都 是 有 n, 十 1 项 的 多 项 式 ,原则 上 虽 都 可 以 精确 地 算出 ,但 计算 起 
来 却 过 于 烦琐 了 ,好 在 从 A 和 B 的 系数 可 以 知道 ,A 总 是 w: 量 级 及 更 高 级 的 小 量 . 
用 朗 德 g 因子 来 表示 氢 原 子 的 磁 矩 


局 =- 巧 =- 2K (1 一 2K 人 ). (5.3.4.23) 


其 中 各 一下 是 臻 尔 磁 子 . 当 略 去 a? 量 级 及 更 高 级 的 小 量 后 


2C4 十 1) Peg 叶 人 二 十 工 
这 2 十， 当天 一 一 1< 0 时 (一 4 十 二)， 


ni 当 K =1>0 时 (j 一 /一 唐 ). 
(5. 3. 4. 24) 
这 就 是 当今 量子 力学 中 用 自 旋 轨道 耦合 理论 给 出 的 公式 : 
jG+D 十 立 一 KK4 十 1 
FEE 

上 述 的 讨论 表明 ,现行 量子 力学 中 所 用 的 自 旋 轨道 耦合 ,理论 所 算得 的 氢 原 子 
的 磁 矩 是 忽略 了 a? 量 级 的 结果 . 严格 的 氢 原 子 的 磁 矩 不 仅 与 量子 数 ),! 有 关 , 在 小 
量 项 中 还 与 主 量子 数 > 有 关 . 例如 在 n, 二 0 和 ,二 1 的 情形 ,算得 


8i 一 1 十 
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2 


z K we 
总 一 tpl xesvil 
ee ， 


__2K [a Rt -1] 
4K ILk+1+2 VR 


2 


~_2K [=- Ka ] 
“2K+1 (2 开 一 1)(|KI 十 1)2 


nr 一 1,K 一 士 1, 士 2, 士 3 


三 、 算 符 扩 的 物理 意义 
K= [ty + Ll =i(i + EL Si 
了 
= 让: 十 二 9 L S$) Ja. 
KK 的 本 征 方程 即 是 
ji: 3 A 
(1++ 去 一 全 )w = iKiay. 
在 氢 原 子 中 ,电子 是 在 球 对 称 的 库仑 场 中 运动 的 ,所 以 除了 角 动 量 的 = 向 分 量 
守 便 外 , 角 动量 的 平方 也 守恒 ,有 本 征 方程 
jp = 7 十 1) y= (K*— 


其 中 


j==|KI 一 去. (5.3.4.25) 
所 以 到 的 本 征 方程 相当 于 方程 
仁 呈 十 天 -ikis )y=0. 


这 样 态 函数 中 前 两 个 函数 Fi ,F, 和 后 两 个 函数 G, ,G 分 别 满足 


1 9 a 时 ] 三 
[入 (sin 区 "wo 部 +K(K+D F099) 一 0， 
1 a、 1 区 
[多 (*0 入 + a 襄 CK 一 DK]Go,bp) =0. 


说 明 前 述 解 中 含 和 的 因子 的 正确 性 . 
以 上 讨论 表明 , 算 符 碟 实际 上 与 自 旋 轨 道 的 耦合 项 有 关 , 归 根 结 底 又 是 与 角 
动量 的 平方 有 关 . 其 量子 数 K 实际 上 是 表示 了 角 动 量 的 量子 数 开 一 士 (/) 十 于) 
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5.3.5 单 旋 量 解法 


狄 拉克 方程 能 够 严格 地 求解 的 情形 并 不 多 ,因此 必须 设法 寻求 近似 求解 它 的 
方法 . 在 相对 论 性 波动 方程 建立 之 前 ,人 们 已 经 直接 根据 物理 观念 建立 了 一 些 非 相 
对 论 性 的 波动 方程 ,而 且 发 展 出 了 一 系列 处 理 它们 的 近似 方法 . 现在 就 可 以 根据 狄 
拉克 方程 对 它们 进行 甄别 和 鉴定 . 


一 、 单 旋 量 方程 
狄 拉 克 方 程 的 态 函数 
p= (Fiwt Fv)u tt (Giu + Gv ) vw, (5.3.5.1) 


称 为 双 旋 量 , 它 由 两 个 ( 单 ) 旋 量 Fiui 十 Fav 和 Gu 十 Gov 合 在 一 起 构成 . 
考虑 荷 电 4 的 微观 粒子 在 电磁 场 和 其 他 势 场 中 的 运动 ,其 哈密 顿 算 符 为 


H= UiEi— cp — qa it (p,— qa)j + (p, — qu kk. 


(5,905;2) 
其 中 ,a 是 电磁 场 的 矢 势 ,U 中 包含 了 电磁 场 中 的 势能 gyp 和 其 他 势能 . 
把 狄 拉克 方程 
(E— Hy=0 (5.3.5.3) 
展开 成 两 个 ( 单 ) 旋 量 所 满足 的 联 立 方程 
(E~U— Ed)(Fu 十 Fw) = 一 ic[(5 — ga)it+ (p, — qa,)j 
二 (pi — qa)k(Gu 十 Gu)， (5. 3. 5. 4a) 
(E—U+E)(Gu 十 Guw) =—ic[(p. — qad)it+ (pp, — qa,)j 
+ Cp: — qa )kIFu + Faw). (5. 3.5.4b) 
对 于 定 态 ,(5. 3. 5. 4b) 式 可 成 为 
Gi + Gm = EE tp, — qj 
+ (p, — qa kJ Fu + Fav). (5. 3.5. 5a) 


将 它 代 入 (5. 3. 5. 4a) 式 的 右 端 
(E—E,—U) (Fiu 十 Fw) 
=—e[(p.— ga)it(p,—ga,)j+(p:—gar)k] 


(pe—ga)it (py—ga)j+(p.— ga )k 
E+E,—U 


此 式 右 端的 方 括号 中 的 算 符 分 成 了 对 分 子 的 作用 和 对 分 母 的 作用 两 项 ,对 分 子 的 
作用 为 
[Cp.—ga)it(p,— ga )j+(p.— ga kIT(p.—ga)it(p,— qa)j+(p,—ga)k] 


(Fiut+Fw). (5.3.5.5b) 
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=—[(p.—ga)it(p,—ga,)j+(p.—gas)k] 
*“ [Cp.—ga)it(p,—ga,)j+(p,—ga.)k] 
+[(p.—ga)it(p,—ga,)j+(p:— gas)k] 
XL[(p.—gas)it(p,—ga,)j+(p.— qa)k]. 
要 注意 的 是 叉 乘 项 并 不 为 0, 例如 
(pe — qa)iX(p,— qa jt+(p,— qi Xp — gq)i 
= [pp,— gasp: — q(pray) — gap, + gaa, J]k 
—[B,p:— qa:py — q(pya:) — gayp: + gaya:]k 


aa-_ ea 
二 Se )« 24S.B. 


其 他 可 类 似 地 算出 ,所 以 对 分 子 的 作用 项 为 
c (万 一 ga) 一 20c2S 。B. 


= 一 ijia( 


对 分 母 的 作用 后 为 
1 ee oi y 2i 5 
ETE Ut Pit b,j 十 万 K)U 一 二 二 (pU). 
所 以 (5. 3.5. 5b) 式 成 为 
ES EE 2gc” Ei 
Em ET = FE UP +EFE 一 US B 
4c2 


ET mt PDS ppm te) ~ 0. 


(5. 3. 5. 6a) 
同时 (5. 3. 5. 5a) 式 成 为 


Ca 十 Czu = 2 


TE * (p— qa) Fu + Fv). 
(5. 3.5. 6b) 
这 样 人 们 就 可 只 求解 方程 (5. 3. 5. 6a) , 求 出 第 一 个 旋 量 , 然 后 再 由 (5. 3. 5. 6b) 式 求 


出 第 二 个 旋 量 . 


二 、 非 相对 论 近 似 
在 粒子 的 速度 较 低 时 ,有 
IE—El<E, IU(nI< E,. 
这 样 可 作 低 速 近似 
1 ~ _E-E- 
E+E—U “2E, 4E; 


(5.3.5.7) 
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这 样 (5. 3. 5. 6) 式 的 二 级 近似 为 


到 U- 危 Pe < De 二 0 
-太一 es 2 一 也 p— ga)] 
“(Fiu + Fu) = 0, (5. 3. 5. 8a) 
Giu + Gv = Bont ， (p— ga)](Fiu; + Fv). (5. 3. 5, 8b) 


再 由 一 级 近似 可 得 
是 一 所. 一 0~ 襄 二 oo 
代入 (5. 3, 5. 8a) 式 使 之 成 为 


2 让 4 4 &. 
二 (p—ga)’ 千 S$.B+ 和 Co 全 人 B)(P 一 9 


i [$+ (CpU)JLS + (p— ga)]) (Fu + Fw) =0. (5.3.5.9) 


(1) 自由 粒子 


(5. 3.5.9) 式 的 一 级 近似 为 
(E-—E, 本 这 “pp 
这 就 是 自由 粒子 的 薛 定 刘 方 程 , 它 可 以 用 F 或 F, 中 任 一 个 作 波 函 数 . 

狄 拉 克 方 程 中 的 波 函 数 由 两 个 旋 量 Fiw 十 已 w 和 Ga 十 Guw 构成 , 解 得 了 
Ri 十 Fu 后 ,还 需要 一 个 关系 由 它 求 出 Ciz 十 Gowv ,这 就 导致 了 螺旋 度 观念 的 
诞生 .所 以 非 相对 论 量子 力学 不 只 是 数量 上 的 近似 ,而 且 还 会 丢失 重要 的 物理 
观念 . 

(2) 恒定 电磁 场 中 的 电子 

U=—ep, 9 一 一 <. 


) ‘Fiw + Fw) = 0， (5.3.5.10) 


《5 .3.5。 加 守 可 二 要略 信和 


[E 忆 二 多 一 让 - (p+ ea)’ 一 答 $ BF + Fm) = 0. 
(5. 3.5.11) 
这 就 是 泡 利 方程 . 其 中 
= = (5. 3.5.12) 
Eo 


为 电子 的 自 旋 磁 矩 , 哈密 顿 算 符 中 增加 了 jp,*B 项 是 自 旋 理论 中 电子 “内 豪 ” 着 自 
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旋 磁 矩 的 主要 根据 . 
(3) 中 心力 场 中 的 粒子 
E=0, B=0 (y=0,a=0), 


U(r) = Un). 
5.9) 式 中 
$+ (pU) =—ih dS . 
dr 
本 
[S . (pU)IS .Pp)= 于 (ity tzk) Pit b,j + Pk) 
iin dU = 
Sg rep= Li=L— Lk) 
_ dU/ i 广 
-SL 
(5. 3. 5. 9) 式 为 
a 1_ ec dU 
[E Es —U(r) 寺 P" p+ 2 rs" 
Ca G2] tr =0. (5. 3. 5. 13) 
?dr Or 


上 式 中 的 最 后 一 项 一 般 来 说 总 可 以 忽略 . 用 此 式 去 处 理 氨 原子 光谱 的 精细 结构 ,所 
得 结果 与 实践 符合 得 很 好 . 
把 (5. 3. 5. 13) 式 与 入 于 立 的 施 证 请 家 各 


(e-s-o- 总 wjy-。 
作 比 较 , 发 现 (5. 3. 5. 区 于 册 ,关中 是 动能 的 相对 论 效 应 ,项 


-所 时 5" 工 是 著名 的 自 族 轨 道 确 合 能 , 它 也 是 一 种 相对 论 效应 ,与 动能 的 相对 


论 效应 有 着 相同 的 数量 级 . 在 自 旋 理论 创立 之 前 ,人 们 基于 醉 定 词 方程 而 考虑 进 动 
能 的 相对 论 修正 后 处 理 氨 原子 光谱 所 得 结果 ,反而 不 如 用 索 末 菲 椭 圆 轨 道 的 玻 尔 
老 量子 论 考虑 进 相对 论 修正 后 所 得 结果 来 得 精确 ,原因 正在 于 没有 意识 到 $。 工 项 
的 贡献 . 所 以 ,从 狄 拉克 方程 中 导出 了 5 工 项 成 了 电子 “内 庄 " 着 自 旋 角 动 量 的 最 
主要 的 一 个 理论 依据 . 

三 、 自 旋 的 本 质 


1. 自 旋 理 论 
用 非 相 对 论 性 的 苹 定 方 程 去 处 理 微观 粒子 的 运动 时 ,为 了 与 实践 相符 ,必须 
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添加 自 旋 理论 . 

自 乌 伦 贝克 - 古 德 斯 米 特 类 比 地 球 围绕 太阳 运动 的 图 像 假 设 电子 也 存在 着 自 
旋 运 动 以 来 ,一 方面 很 好 地 解释 了 诸如 施 特 恩 - 格 拉 赫 实验 ,原子 光谱 的 精细 结构 ， 
正常 .反常 塞 曼 效应 等 等 著名 的 实验 ,使 量子 理论 又 上 了 一 个 层次 . 另 一 方面 ,电子 
自转 的 观念 又 与 相对 论 中 时 空当 量 c 是 物质 的 极限 速率 的 事实 相 违背 . 因此 自 旋 
角 动 量 和 自 旋 磁 矩 的 物理 本 质 到 底 是 什么 始终 困扰 着 人 们 . 狄 拉 克 方 程 的 建立 使 
人 们 明白 了 自 旋 角 动量 和 自 旋 磁 矩 是 一 种 相对 论 效应 ,是 从 相对 论 性 波动 方程 中 
必然 导出 的 结果 . 于 是 人 们 设法 把 乌 伦 贝克 - 古 德 斯 米 特 唯 象 的 自 旋 假设 进行 修 
正 , 把 它 提升 为 自 旋 理论 . 

现今 量子 理论 中 流行 的 自 旋 理 论 概括 起 来 是 : 

(1) 每 个 电子 内 豪 着 自 旋 角 动量 5, 它 在 空间 任意 固定 的 方向 e。 上 的 投影 只 可 
能 取 两 个 数值 , 即 


Nek 
Ss e 一 士 了 7 


(2) 每 个 电子 内 训 着 自 旋 磁 和 矩 ., 它 与 自 旋 角 动 量 $ 的 关系 是 
于 = = 
因此 自 旋 磁 矩 在 空间 任意 固定 方向 e 的 投影 也 只 能 取 两 个 数值 


fic? 
je = 等 一 干 m。 


常量 pww 为 玻 尔 磁 子 .“ 内 让 ” 二 字 是 指 他 们 是 微观 粒子 的 一 种 固有 性 质 , 并 不 是 因 
粒子 在 现实 空间 中 的 运动 而 产生 . 种 类 不 同 的 粒子 ,它们 的 自 旋 角 动量 和 自 旋 磁 矩 
的 大 小 可 能 有 差别 ,然而 微观 粒子 都 具有 这 种 基本 属性 却 是 共同 的 . 

(3) 在 现实 的 位 形 空 间 之 外 ,存在 着 一 个 自 旋 空间 , 自 旋 角 动量 和 自 旋 磁 矩 是 
自 旋 空 间 的 物理 量 . 

这 一 观念 是 因为 用 “内 豪 "二 字 回 避 了 自转 的 观念 ,认为 它们 不 是 粒子 在 现实 
的 位 形 空 间 中 运动 而 产生 的 物理 量 , 那 么 它们 是 什么 空间 的 物理 量 呢 ? 人 们 凭借 
丰富 的 想象 力 创造 性 地 构思 出 了 一 个 自 旋 空间 来 安置 它们 . 

(4) 自 旋 角 动 量 和 自 旋 磁 矩 与 轨道 角 动 量 和 轨道 磁 矩 耦合 成 “总 "的 角 动 量 和 
“总 ?的 磁 矩 ,这 才 是 微观 粒子 具有 的 角 动 量 和 磁 拢 . 

这 个 自 旋 理论 诠释 了 微观 粒子 所 具有 的 自 旋 性 质 , 也 比较 精确 地 处 理 了 微观 
粒子 有 关 的 问题 ,因此 在 人 们 认识 微观 世界 的 历程 中 作出 了 重大 的 贡献 . 然而 物理 
学 是 一 门 严谨 的 科学 理论 ,这 个 自 旋 理论 能 在 物理 学 中 容 身 吗 ? 

2. 对 自 玻 理 论 的 质疑 

(1) 两 个 本 质 不 同 空间 的 物理 量 可 以 耦合 出 一 个 总 的 物理 量 ,这 一 理念 出 现 
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在 严谨 的 物理 学 中 显得 非常 怪诞 ,耦合 出 来 的 总 物理 量 应 该 归属 于 哪个 空间 呢 ? 

(2) 自由 电子 在 其 运动 方向 上 存 不 存在 着 磁 矩 ? 自 旋 理论 的 回答 是 有 , 且 大 
小 为 土 ps, 相对论 理论 的 回答 则 是 没有 . 

(3) 如 前 文 所 述 , 电 子 在 均匀 恒定 磁场 或 中 心力 场 中 所 形成 的 磁 矩 是 电子 在 
现实 的 位 形 空间 中 围绕 空间 轴 具 有 回转 速度 v, 而 产生 的 ,因此 理所当然 地 是 轨道 
磁 矩 . 自 旋 理论 却 否认 这 一 严格 的 结果 是 轨道 磁 矩 ,而 把 由 低速 近似 下 算得 的 结果 
当 作 了 全 部 的 轨道 磁 矩 ,这 岂非 牌 曲 了 真相 ? 

(4) 现实 的 位 形 空间 的 某 种 对 称 性 对 应 着 现实 的 位 形 空间 中 的 某 一 物理 量 守 
恒 , 这 是 客观 规律 . 自 旋 理论 却 认为 ,位 形 空间 的 旋转 对 称 性 对 应 的 却 是 粒子 的 
“总 ” 角 动 量 守恒 ! 这 难道 不 是 对 这 一 客观 规律 的 曲解 ? 

总 之 ,我 们 认为 ,把 乌 伦 贝克 - 古 德 斯 米 特 的 自转 假说 修改 成 自 旋 理论 ,构思 出 
一 个 “ 自 旋 空间 ”, 并 不 能 使 理论 前 进一步 ,只 不 过 是 增加 了 神秘 色彩 而 已 . 

3, 自 旋 的 本 质 

我 们 否定 存在 所 谓 的 自 旋 空 间 , 但 并 不 否定 自 旋 是 微观 粒子 的 一 个 基本 属性 
这 一 客观 事实 . 微观 粒子 的 状态 在 非 相 对 论 理论 中 用 一 个 函数 来 描述 ,在 相对 论 理 
论 中 需 用 几 个 函数 才能 描述 . 在 坐标 系 作 空间 转动 时 , 协 变性 要 求 状 态 函 数 发 生 
变换 

y = Ahy. 
这 样 ,轨道 角 动 量 在 旋转 轴 方向 的 投影 算 符 也 相应 地 从 工 . 变 成 了 
; 7 ad 
有 zi-ia¥| 
与 非 相 对 论 理论 相 比 ,增加 了 一 项 
5 一 13 本 
这 一 项 取 名 为 自 旋 , 波 动 方程 不 同 ,坐标 系 空间 转动 时 波 函 数 变换 的 四 元 数 A 也 不 
同 ,因此 自 旋 也 不 同 . 不 同 种 类 的 粒子 遵从 着 不 同 的 波动 方程 ,因此 有 着 不 同 的 自 
旋 , 所 以 自 旋 是 粒子 的 一 个 客观 性 质 . 

与 位 形 空间 的 旋转 对 称 性 相对 应 的 守恒 量 是 角 动 量 j, 所 以 了 纯粹 是 位 形 空 
间 的 物理 量 , 即 相 对 论 性 的 轨道 角 动量 , 它 的 非 相对 论 极限 是 工 ,虽然 它 被 现今 的 
量子 理论 误 认为 是 轨道 角 动 量 的 全 部 ,但 它 只 是 轨道 角 动量 中 的 一 部 分 ,是 非 相 对 
论 的 轨道 角 动 量 , 相 对 论 轨道 角 动量 j 与 其 非 相对 论 极限 工 之 差 

$=j-—L 
就 是 自 旋 角 动 量 , 所 以 自 旋 角 动 量 是 轨道 角 动 量 的 相对 论 效 应 . 
还 可 从 轨道 角 动 量 的 量子 化 过 程 来 看 出 自 旋 的 来 源 ,经 典 的 轨道 角 动 量 的 定 
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义 是 rXzr ,把 它 量子 化 . 
遵从 狄 拉克 方程 的 微观 粒子 ,其 质量 算 符 为 
训 二 一 imois 一 LB + Boj + Pk) ks 
速度 算 符 为 
六 =— ckk,, 
了 =— cjk;, 
vd 一 一 < 让: 
容易 验证 
j= Tr Xi i X r+rX mh px mi) =L+5S. 
此 式 表明 , 自 旋 的 出 现 是 由 于 质量 的 相对 论 效 应 使 它 从 静 质量 变 成 了 相对 论 性 质 
量 而 成 为 算 符 ,又 由 于 质量 、 速 度 和 位 矢 三 个 算 符 并 不 对 易 而 产生 了 量子 效应 ,所 
以 自 旋 是 相对 论 效应 导致 的 量子 效应 ,此 式 也 明显 地 体现 了 了 是 轨道 角 动量 算 符 
这 个 物理 本 质 . 
以 上 我 们 对 现今 自 旋 理论 中 的 物理 观念 进行 了 否定 ,指出 了 自 旋 的 来 源 以 及 
它 的 物理 本 质 . 但 是 对 于 自 旋 理论 既 没有 和 否定 它 在 量子 理论 发 展 过 程 中 起 到 的 重 
大 作用 ,也 没有 否定 它 仍 可 以 作为 一 种 求解 微观 粒子 运动 的 近似 方法 ,继续 用 来 计 
算 粒子 的 能 量 、 角 动量 、 磁 和 矩 等 力学 量 的 数值 . 仅仅 强调 ,在 继续 使 用 它 时 ,应 该 避 
免 使 用 现今 自 旋 理论 中 那些 错误 的 物理 观念 . 
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% 6.1 建立 波动 方程 的 方法 


一 、 已 经 应 用 的 波动 方程 


在 现今 的 量子 理论 中 ,已 经 使 用 了 数 种 波动 方程 用 以 描述 微观 粒子 的 运动 有 
薛 定 谓 方 程 


_ 2 
By = ( 坊 - tU)y. (6.1.1) 
以 及 与 此 完全 等 价 的 海 森 伯 方 程 . 有 泡 利 方程 
(Eopy= [起 一) 一 下 By. (6.1.2) 
有 狄 拉克 方程 
Ey = (ca p+BE)y (6.1.3) 
和 克 菜 因 - 戈 尔 登 方程 
(EF -ep —E)y= 0. (6.1.4) 


狱 拉克 方程 是 相对 论 性 的 波动 方程 ,描述 的 是 自 旋 为 户 的 粒子 克 莱 因 - 戈 尔 
登 方 程 也 是 相对 论 性 的 波动 方程 ,描述 的 是 自 旋 为 0 的 介子 . 若 其 中 的 静 质 能 
EE 二 0, 态 函数 是 闵 氏 空间 中 的 四 矢量 ,那么 它 也 被 认为 是 用 来 描述 光子 的 波动 方 
程 ,其 自 旋 为 1. 

这 几 种 方程 之 间 有 着 密切 的 联系 . 如 上 章 所 述 , 蕉 定 油 方程 (6. 1. 1) 和 泡 利 方 
程 (6. 1. 2) 都 是 狄 拉克 方程 (6. 1. 3) 在 不 同情 况 下 的 低速 近似 . 而 下 文 又 将 说 明 , 狄 
拉克 方程 (6. 1. 3) 也 是 在 把 克 莱 因 - 戈 尔 登 方程 (6. 1. 4) 进 行 因 式 分 解 后 得 到 的 . 这 
就 表明 ,上 述 种 种 波动 方程 都 源 于 克 莱 因 - 戈 尔 登 方 程 ,是 克 莱 因 - 戈 尔 登 方 程 在 不 
同情 况 下 的 表现 形式 . 


二 、 建 立波 动 方程 的 思路 
微观 粒子 波动 方程 的 建立 过 程 与 宏观 动力 学 方程 的 建立 过 程 是 很 不 相同 的 . 
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经 典 的 动力 学 方程 主要 是 靠 人 们 对 大 自然 的 观察 以 及 有 意识 的 实验 ,在 与 人 类 的 
大 小 大 致 相当 的 范围 内 从 看 得 见 、 摸 得 着 的 经 验 事实 中 总 结 出 来 的 ,因此 这 些 规 律 
比较 直观 ,比较 容易 为 人 们 所 接受 . 微观 粒子 的 运动 规律 则 因 其 微 而 使 人 们 难于 直 
接 观 察 ,因而 不 得 不 更 多 地 凭借 人 类 的 思维 能 力 , 去 试探 ,去 推测 , 先 把 方程 建立 起 
来 ,再 由 方程 所 导出 的 结果 与 实践 相对 照 , 从 而 判断 它 的 是 与 非 . 以 上 一 些 波动 方 
程 大 致 就 是 这 样 建立 起 来 的 . 

然而 这 并 不 是 说 怎样 建立 微观 粒子 的 波动 方程 就 完全 没有 脉络 可 循 , 以 薛 定 
谓 方程 和 克 莱 因 - 戈 尔 登 方 程 为 例 ,他 们 的 建立 过 程 可 简单 归纳 为 :应 用 经 典 力学 
中 所 导出 的 能 量 关系 式 ， 


员 起 +U 一 非 相 对 论 力学 ， Ge 
色 二 cp 十 一 相对 论 力学 . 
把 其 中 的 能 量 和 动量 分 别 用 与 它们 相对 应 的 运算 符号 来 替代 
a 
1 (6.1.6) 
p= 一 iY. 


然后 把 (6. 1. 5) 式 的 两 端 作用 在 描述 微观 粒子 状态 的 函数 y(r,t) 上 ,就 分 别 得 到 了 
非 相 对 论 和 相对 论 的 波动 方程 (6. 1. 1) 和 (6. 1. 4) ,通过 实践 证 明 从 它们 所 导出 的 
结果 是 正确 的 . 

依照 上 述 的 过 程 为 什么 就 能 正确 地 建立 了 微观 粒子 的 波动 方程 呢 ? 要 彻底 地 
说 清 其 中 的 原因 是 困难 的 ,但 从 基本 的 量子 观念 出 发 可 以 大 致 分 析 一 下 这 一 过 程 
的 思路 : 

(1) 微观 粒子 本 质 的 特征 是 具有 波 粒 二 象 性 ,这 是 它们 与 宏观 粒子 的 根本 
区 别 . 

(2) 波动 性 需 用 一 个 时 空 分 布 函数 y(r,t) 来 描述 , 称 它 为 状态 函数 ,y(r,t) 随 
时 空 的 变化 规律 描述 了 微观 粒子 的 运动 规律 . 

(3) 状态 函数 的 模 方 y'y 表示 的 是 微观 粒子 在 空间 的 概率 分 布 , 称 为 对 态 函 数 
的 统计 诠释 . 这 种 量子 观念 中 的 或 然 论 与 经 典 观念 的 决定 论 是 两 种 观念 的 本 质 区 
别 所 在 . 

(4) 状态 函数 的 变化 必须 要 由 一 个 运算 符号 作用 在 它 上 面 才 能 发 生 . 由 于 波 
动 性 和 粒子 性 要 体现 在 同一 个 微观 粒子 上 ,既然 态 函 数 反映 了 粒子 的 波动 性 ,那么 
使 态 函 数 发 生变 化 的 运算 符号 必定 与 粒子 性 相关 . 这 样 反映 粒子 性 的 物理 量 就 用 
一 个 运算 符号 来 表示 , 它 在 状态 中 的 平均 值 就 是 反映 粒子 性 的 该 物理 量 的 取 值 . 

(5) 对 于 自由 的 微观 粒子 ,体现 粒子 性 的 物理 量 一 一 四 动量 ,与 体现 波动 性 的 
物理 量 一 一 四 波 矢 假设 存在 着 正比 关系 
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即 
| jw， 
(6.1.7) 
p= ik. 
这 就 是 著名 的 德 布 罗 意 假设 . 
(6) 自由 的 微观 粒子 因 其 有 确定 的 能 量 和 动量 ,从 粒子 性 的 一 面 看 它 应 做 匀 
速 直线 运动 ,从 波动 性 来 看 ,比较 合理 地 是 用 平面 波 来 描述 它 
Ar = oer, 
这 样 ,由 
i yr = fg (r,t) = 本 Cr， 


—ii Wrt) = Akylr,t) = pylr,t) 
可 以 得 到 (6. 1. 6) 式 那样 的 代 换 . 

(7) 微观 粒子 的 波动 方程 是 由 运算 符号 作用 在 状态 函数 之 上 形成 的 . 由 于 其 
中 的 算 符 代表 着 粒子 性 的 物理 量 ,因此 波动 方程 中 的 算 符 之 间 必须 满足 经 典 力 学 
中 已 知 的 规律 . 

循 着 上 述 的 思维 逻辑 ,就 可 能 建立 起 波动 方程 了 . 


三 、 建 立波 动 方程 的 方法 


把 非 相对 论 力学 中 的 能 量 定理 (6. 1. 5) 用 算 符 代替 , 称 为 量子 化 . 再 作用 在 态 
函数 上 ,就 得 到 了 薛 定 刘 方 程 ,所 以 它 是 非 相对 论 性 的 波动 方程 . 

把 相对 论 力学 中 的 能 量 定理 (6. 1. 5) 量 子 化 ,作用 在 态 函 数 上 ,得 到 了 克 莱 因 - 
戈 尔 登 方程 ,所 以 它 是 相对 论 性 的 波动 方程 . 人 们 原本 期 望 能 够 用 克 莱 因 -总 尔 合 
方程 来 描述 相对 论 性 微观 粒子 的 运动 规律 ,然而 它 却 与 量子 观念 的 菁华 之 一 : 态 函 
数 的 统计 诠释 相 矛 盾 . 

在 克 莱 因 - 戈 尔 登 方 程 中 , 态 函 数 对 时 间 是 二 阶 导 数 的 . 任何 时 刻 的 态 函 数 
ylr,t) 的 确定 , 既 需 要 知道 初始 时 刻 的 态 函 数 y(r,t) 1,-。, 还 需要 知道 态 函 数 在 初 


始 时 刻 的 一 阶 导数 3&S7 "人 | ,这样 就 使 态 画 数 的 模 方 "(r,t)yCr,t) 在 某 些 时 刻 


有 了 出 现 小 于 0 的 可 能 性 . 负 的 概率 在 物理 上 是 根本 不 可 能 的 ,与 客观 规律 相悖 
的 .所 以 ,微观 粒子 的 波动 方程 原则 上 对 时 间 总 应 该 是 一 阶 导数 的 ,直接 把 克 莱 因 - 
戈 尔 登 方 程 作 为 微观 粒子 的 波动 方程 并 不 正确 . 
克服 这 一 困难 的 办 法 是 将 (6. 1. 4) 式 进行 因 式 分 解 ,写成 
(E+H)(E— Hy= 0. (6.1.8) 
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使 

H* = ep +E. (6.1.9) 
这 样 ,只 要 

(E— Hy=0, (6. 1.10) 
克 莱 因 - 戈 尔 登 方 程 (6. 1. 4) 也 就 得 到 了 满足 . 而 方程 (6. 1. 10) 就 是 对 时 间 一 阶 导 
数 的 波动 方程 . 


怎样 进行 (6. 1. 8) 式 那样 的 因 式 分 解 成 了 建立 相对 论 性 波动 方程 的 关键 . 一 种 

显 见 的 分 解 方式 是 

H=+ Voep +E. (6.1.11) 
如 果 (6. 1. 11) 式 的 左右 两 端 直接 是 物理 量 , 则 是 有 意义 的 . 但 现在 他 们 是 算 符 ， 
疡 二 一 太 V? 固然 有 意义 ,不 过 把 它 加 上 常量 后 再 开 根 ,然后 再 作用 在 态 函 数 上 将 
怎样 进行 运算 人 们 并 不 知晓 ,因此 (6. 1. 11) 式 那样 的 分 解 没 有 意义 ,而 且 易 证 , 即 
使 把 (6. 1.9) 式 看 成 是 复数 领域 的 等 式 , 太 也 是 无 解 的 . 

是 狄 拉克 显示 出 了 他 的 杰出 才能 ,创造 性 地 把 (6. 1. 9) 式 当做 是 4X4 矩阵 领 

域 的 等 式 , 使 得 因 式 分 解 成 为 可 能 . 狄 拉 克 分 解 出 的 结果 是 

H= ca . 户 十 BE,. (6. 1.12) 
由 此 得 到 了 狄 拉克 方程 . 因为 日 成 了 4X4 的 矩阵 , 态 函数 也 自然 地 要 相应 地 变 成 
4X1 矩阵 了 . 与 狄 拉克 方程 有 关 的 内 容 已 在 上 一 章 中 作 了 较 全 面 的 介绍 ,这 里 不 
再 缆 述 . 

狄 拉 克 的 这 个 开创 性 思维 不 仅 为 物理 学 留 下 了 他 的 方程 , 葛 定 了 相对 性 量子 
理论 的 基石 ,同时 也 给 予 人 们 重要 的 启迪 :还 存 不 存在 着 其 他 的 因 式 分 解 方法 ? 比 
如 (6. 1.9) 式 能 不 能 在 2X2 和 矩阵 领域 进行 因 式 分 解 ? 在 4X4 和 矩阵 领域 是 否 只 有 
狄 拉克 所 作 的 那样 一 种 分 解 方式 ? 等 等 . 

笔者 的 推测 是 ,只 要 (6. 1. 9) 式 存在 着 一 种 因 式 分 解 方式 ,就 能 建立 起 一 个 波 
动 方程 ,也 就 对 应 着 一 类 微观 粒子 ;反之 ,任何 一 类 微观 粒子 ,都 应 该 有 一 个 对 时 间 
为 一 阶 导 数 的 波动 方程 ,而 这 个 波动 方程 都 应 该 可 以 从 克 莱 因 - 戈 尔 登 方 程 的 因 式 
分 解 中 导出 . 这 种 推测 是 否 正确 当然 应 由 实践 来 检验 . 

为 了 将 克 莱 因 - 戈 尔 登 方 程 进 行 因 式 分 解 ,由 于 它 是 相对 论 性 的 波动 方程 , 因 
此 用 四 元 数 的 数学 工具 将 是 比较 方便 的 . 
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3 6.2 中 微 子 的 波动 方程 
6.2.1 中 微 子 的 波动 方程 


一 、 方 程 的 建立 


根据 建立 波动 方程 的 基本 法 则 ,将 (5. 2. 10) 式 在 一 级 四 元 数 领域 求解. 
假设 哈密 顿 志 是 一 级 四 元 数 型 的 算 符 
H=h+h. (6.2.1.1) 
它 的 平方 
H? 一 怖 一 屁 十 A 有 十 大 
代入 (5.2.10) 式 ,有 
2 一 0， 
(6.2.1.2) 
hi—h = cp +tE. 
若 h=0, 则 其 下 式 无 解 . 若 h。 二 0, 则 
天 =— cp — Es. (6.2.1.3) 
如 果 E。 取 0, 则 仍然 无 解 ,所 以 只 有 E。 二 0 的 粒子 才 可 能 有 解 . 解 有 很 多 ,我 们 先 取 


一 个 


H=h=ic(pit pj + Pk). (6. 2.1.4) 
得 到 了 一 级 四 元 数 型 的 波动 方程 , 即 中 微 子 的 波动 方程 
[E—ic(pi+ pj + pk)]y 一 0. (6.2.1.5) 
一 级 四 元 数 型 的 波 函 数 为 
prt) = Flr,t)u 十 GCryt)ui. (6.2.1.6) 
二 、 方程 的 变换 性 质 


中 微 子 波动 方程 的 变换 性 质 有 两 类 ,一 类 是 协 变 的 ,变换 后 方程 的 形式 不 变 ; 
另 一 类 是 互 变 的 ,变换 后 成 为 其 反 粒 子 的 方程 . 
1. 协 变性 的 变换 
(1) 惯性 系 变换 : 
把 (6. 2.1. 5) 式 写成 
M(E— H)A'Ay = 0. (6.2.1.7) 
其 中 M 和 A 是 两 个 有 逆 的 四 元 常数 . 对 于 沿 着 空间 x,y,z 方 向 以 速度 c8 运动 的 
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惯性 系 变换 ,其 变换 四 元 数 为 
A: =a—itk = Mi'， 
号 =a—ibj = MT， (6.2.1.8) 
一 4 一 让 一 M:. 


其 中 ,a= / 汉 : = 所 1 和 y= 有 十 天 一 ya 一 下 一 1,2ab 一 By 


任 取 (6. 2.1.8) 式 中 的 第 一 a 
M(E— H)AT'= (at+ib)[E— ic(pi + pj + Pk)J Cat ibk) 
(a+ibk)[aE — bcps — ic(ap: + bp )i— ic(ap, — bb)j 
+ (~—iacp, + ibE)k] 
alaE — bcp,) — ib(— iacp, + ibE) — ic[a(ap. + ibf,) 
—ib(ap, — ibp.)Ji—icLa(ap, — ibp.) + ib(ap. + ibp,)]j 
+ [a(—iacp, +ibE) +ib(aE — bcp,)]k 


= 过 一 pycp。 一 ic[ Bit Boj + (75。 -BE)x] 


1 


= Eic(pitp,j + pk). 
类 似 地 ,(6, 2. 1. 8) 式 中 的 另 两 个 也 可 以 验证 . 
(2) 绕 空间 轴 的 旋转 变换 : 
对 于 绕 着 空间 轴 z,y,z 旋转 p 角 的 坐标 系 变换 ,变换 四 元 数 为 


A; = M, = cos 卫 十 sin 旬 k, 


2 
A, 一 M, = cos 革 十 sin 肥 #5 (6.2.1.9) 
A.=M.= cos 汪 二 sin 多 [ 
任 取 上 式 中 的 第 三 个 式 子 进行 验证 
M.(E— H)A:! 


= (cos 吧 +sing i i)[E— ic(pi+ pji+ Bk)] (eos 各 一 sin 银 引 


一 (eos 号 寺 sin 铺 让 [eos 和 gE— isin cs 中 (- icos 多 c6。 一 singE) 


十 (- icos 多 cp, 素 isin cp, } ( icos cp > isin 多 cj， )] 
= cos 吧 (cos$E— isin ep. = sin 少 ( icosGcp. a singE) 
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六 [eosg(- icos 铺 ep. — singE)+ sing (cos@E— isingcp. )} 


古 
ey 
8 


2 (icosPcp, 十 isin 鱼 c5 in 了 (一 icos 卫 沁 5 
sg ( icos 区 oj, + isingcp: ) sing ( icos7 Cp: isin 多 oz,) 


Pp(—icosPep, 一 isin 卫 咏 ing (—icos 2cf, 十 i 
+ [cosg( icos-2 cp isin@cp, )+ sing ( icos 多 cp, + isin@ cps: )k 


= Eicp.i—ic(cospf, — singf:)j 一 ic(cosg 万 。 + singp,)k. 
其 他 两 个 变换 四 元 数 的 正确 性 可 类 似 地 得 到 验证 . 
(3) 时 空 反 演变 换 : 
当时 间 和 空间 同时 反 演 时 ,变换 四 元 数 为 
A=M!=i 
显然 有 
一 i 巨 一 万 )( 一 D =— (EH). 
(4) 等 价 方程 ; 
对 于 有 逆 的 变换 四 元 常数 4, 如果 A ' 二 A', 那 么 变换 后 的 方程 与 原 方程 等 
价 . 例如 绕 空间 轴 的 变换 (6. 2. 1.9) ,变换 后 的 方程 与 原 方程 等 价 , 它 不 过 是 换 一 个 
坐标 系 而 已 . 再 如 
和 Ss 
4A- 一 D=-4 =At; 


A[E—ic(pi + pj + Pk)JA = E+ic(pit pb,j + pk). 
显然 甩 二 一 ic(Pi 十 Bj 十 p.k) 也 是 (6.2.1.3) 式 的 一 个 解 ,方程 (EE 一 甩 )y =0 与 
方程 (E 一 HH)y=0 是 等 价 的 . 可 以 证 明 ,(6. 2.1.3) 式 只 有 一 对 解 互 不 相似 ,恰好 建 
立 一 对 正 ,\ 反 中 微 子 的 方程 ,其 他 的 解 则 都 与 这 对 解 相似 . 
2. 正 反 粒子 方程 互 变 的 变换 
(1) 正 反 变换 : 
将 方程 (6. 2. 1. 5) 作 正 反 变 换 后 为 其 反方 程 
(E—H)'y 一 0. (6.2.1. 10a) 
上 式 是 反 粒 子 的 波动 方程 . 其 中 
人 H): =— (E+ H), 
1 


一 [FF' 寺 Q+ 认 一 GH im = 一 Go 十 Fw 
与 狄 拉克 方程 不 相 类 似 之 处 在 于 正 、 反 方程 的 形式 是 不 同 的 . 
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(2) 宇 称 变换 : 
方程 (6. 2. 1. 5) 作 宇 称 变换 后 为 
(E+ Hy(—r,t) 一 0. 

也 变 成 了 原 方程 的 反方 程 . 

(3) 时 间 反 演 : 

方程 (6. 2. 1. 5) 进 行 时 间 反 演 后 为 

—(E+H)y(r,—t) = 0. 

仍 变 成 了 原 方程 的 反方 程 . 


三 、 中 微 子 的 算 符 


粒子 各 种 算 符 的 形式 是 与 他 们 波动 方程 的 形式 相关 的 . 相应 于 波动 方程 
(6. 2.1.5) ,中 微 子 的 各 种 算 符 为 


1. 哈密 顿 算 符 
中 微 子 的 哈密 顿 算 符 为 
H=ic(pi tp, + Pk). 
于 是 其 相对 论 性 质量 算 符 为 
= Bit + bh). (6.2.1.11) 
2. 速度 算 符 


用 波 函 数 的 厄 米 共 虑 少 左 乘 方程 (6. 2. 1. 5) ,用 波 函 数 少 右 乘 方程 (6. 2. 1. 5) 
的 厄 米 共 配 ,然后 两 式 相 减 得 
EHy—[(E- Hy'y= 0. 
将 它 展 开 后 为 
Ey 一 万 yricky) — pyyricjy) — pyidy) = 0. 
得 到 了 概率 流 的 连续 性 方程 . 所 以 中 微 子 的 速度 ( 即 概率 流 密度 ) 算 符 为 


= ick, 
上 =id, (6.2.1.12) 
= ici. 
容易 验证 有 等 式 
二 (5 十 5 成 ) 二 
3. 角 动 量 算 符 


当 坐标 系 绕 空间 轴 e 旋转 角 时 ,状态 发 生变 换 的 四 元 数 为 A(p) , 角 动 量 在 e 
方向 投影 的 算 符 为 
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Er 
所 以 角 动 量 算 符 为 
。 
j,=L.— Tk, 
j= 一 千 /， (6.2.1.13) 
站 = 万 一 去 
其 中 
3. = 一 这 k， 
S; = 一 这)， (6.2.1.14) 
6.。 一 于 
是 自 旋 算 符 . 等 式 
j= T(r Xi — mp Xr +r X i — bX mi) 
表明 了 J 是 相对 论 性 的 轨道 角 动 量 ,$ 是 轨道 角 动量 的 相对 论 效应 . 
角 动 量 平方 的 算 符 则 为 
j= ji+ji+j: 
= 蕊 十 本 入 一 ACL + Lk). (6.2.1.15) 
4. 螺旋 度 算 符 
自 旋 在 动量 方向 的 分 量 称 作 螺旋 度 . 其 算 符 为 
$= 芭 CBt + pk) 一 一 i (6.2.1.16) 


对 于 中 微 子 的 能 量 和 动量 同时 确定 的 状态 , 因 下 一 cp, 故 中 微 子 的 螺旋 度 为 .上 


表明 了 中 微 子 自 旋 量子 数 为 去 ,也 表明 了 中 微 子 是 左旋 性 的 . 


四 、 反 中 微 子 方程 


反 中 微 子 的 波动 方程 若 表示 成 
(E— Hy 一 0. (6.2.1.10b) 


8 6.2 中 微 子 的 波动 方程 143 


则 有 
H’=— 有 HH 
讽 和 二 一 讽 
WY 一 一 ? 
$'.Po tH 
pp 2cp 


其 他 如 角 动 量 算 符 、 自 旋 算 符 、 角 动量 平方 算 符 等 与 中 微 子 相同 . 
正 、 反 中 微 子 的 方程 (6. 2. 1. 5) 和 (6. 2. 1. 10a) 描 述 的 是 一 对 静 质 量 为 0、 自 旋 


为 去 的 粒子 . 其 中 ,(6. 2. 1. 5) 式 描述 了 中 微 子 , 螺旋 度 为 一 去 ,是 左 施 性 的 ; 


(6. 2.1. 10s) 式 描述 了 反 中 微 子 ,螺旋 度 为 去 ,是 右 旋 性 的 . 一 对 方程 既 无 正 反 变换 


不 变性 ,又 无 宇 称 变换 不 变性 ,正好 反映 了 实践 中 只 存在 左旋 的 中 微 子 和 右 旋 的 反 
中 微 子 , 因 而 弱 作 用 下 宇 称 不 守恒 的 规律 .有 些 量 子 理论 的 书籍 中 用 静 质 能 E。 二 0 
的 狄 拉克 方程 来 描述 中 微 子 , 因 狄 拉克 方程 具有 正 反 变换 和 宇 称 变换 的 不 变性 ,与 
弱 作 用 下 宇 称 不 守恒 的 规律 相悖 ,所 以 是 不 正确 的 . 

另外 ,有 个 别 实验 室 曾 经 报道 过 发 现 了 中 微 子 的 静 质 量 不 为 0! 果真 如 此 的 


话 ,中 微 子 将 满足 怎样 的 波动 方程 呢 ? 自 旋 为 去 , 弱 作 用 下 宇 称 不 守恒 的 规律 ， 以 
及 静 质量 不 为 0 这 些 性 质 将 如 何 统一 在 这 个 波动 方程 中 需要 解决 的 一 个 问题 . 从 
本 节 的 分 析 来 看 ,宣称 发 现 了 中 微 子 的 静 质量 不 为 零 似乎 是 过 早 了 . 

6.2.2 方程 的 解 


中 微 子 的 波动 方程 
(E— Hy= 0. (6.2.2.1) 
其 中 
=ic(pit pj + Bk), 
| he etebet) (6.2.2.2) 
rt) 一 下 (rt)za 十 GCrt)mi. 
一 、 平 面 波 
当 动 量 p 和 能 量 下 同时 确定 时 ,为 平面 波 . 
Flr,t) = ferr®, 
ee = germ. 


把 它 代入 方程 (6. 2. 2. 1) 并 展开 为 


(6.2.2.3) 
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(E+cp)f +elp: —ip,)g = 0, 

(E—cpi)g+e(p: +ip,)f = 0. 
了 和 8& 有 非 0 解 的 条 件 是 

EF:=c(pi+p +p) = op. 


得 能 量 的 本 征 值 
E icp. (6. 2.2.4) 
以 及 f 和 g 之 间 的 关系 式 
ep 
=— pt ie)y (6. 2.2.5) 
正 能 态 的 平面 波 为 
_ Cetip), Jt ns 
J p—p. i )eio 人 (6.2.2.6) 
E= E.,= cp. 


由 (4. 1. 12) 式 知 其 螺 族 度 为 一 亏 ,表明 粒子 是 左旋 性 的 ,是 中 微 子 , 
负 能 态 的 平面 波 为 
站 ptip. perkE,D 
ee = f(w 十 to )ei E10, 


=— E;=— cp. 
其 螺旋 度 为 趣 , 是 右 旋 性 的 . 与 狄 拉克 方程 类 似 可 以 证 明 , 粒 子 的 负 能 态 就 是 其 反 
粒子 的 正 能 态 , 因 此 后 文中 只 讨论 正 能 态 . 
二 、 圆柱 面 波 
动量 和 角 动 量 的 = 向 分 量 p.,], 与 能 量 E 同时 确定 的 状态 是 圆柱 面 波 . 算 符 
记 与 应 对 易 ,与 ]. 对 易 是 明显 的 ,我 们 验证 j. 与 入 的 对 易 性 . 
也 一 (zz， 汉王 i)iccps + Pj + Pk) 
= ic[ Gapy — yp OB + bj + Bk) — B+ bk Bi) | 
Hj. = ieCBit pyj + bk) (zp, — ys — wi) 
= ic[ zp, — yb Bit Byj + Bok) 
(ia57 一 1h6 十 速记 十 这 5 一 过 6 
所 以 
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Jj.H= HI.. 
表明 p.,J: 和 下 能 同时 确定 . 
定义 圆柱 坐标 系 (p,p,z), 则 = 向 动量 .二 加 和 能 量 已 一 ji 同时 确定 ,使 得 
状态 函数 中 有 因子 e%-* ,于 是 


yr) = [fpsp a + gp Pu Je (6.2.2.7) 
z 向 角 动 量 的 本 征 方程 为 
jh 十 gu) = (—ih Qo) ft gv) = mh(fu + gu). 
3p 2 
展开 后 为 
Ct) 
i 
(iag ~ z)s = ms 
于 是 状态 为 


Yr) = [f(De i) + glpe "i)e et , (6.2.2.8) 
把 它 代入 波动 方程 
(2 iki Bi) De tape mH)] = 0 
展开 后 成 为 


(+ je mi -i spe") =0, 


iay 
(epembr it We 0. 
由 于 
产 - 加 = 名-P 部 ) 
二 + 起 = A ar 
故 


(+) [+ (nt) ]=0， 
位 一 je 一 和- 人 mn 到) 


对 o 再 求 导 一 次 ,可 得 到 


dr 1dr， js 尼 (=- 坪 ) 
do 
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这 是 连带 贝 守 尔 方程 ,其 解 是 普遍 的 加 一 十 阶 柱 函 数 
f(p) = Zn 4 hsp). (6. 2. 2.9) 
其 中 ,好 一 已 一 局 一 气 一 如 欠 一 电 . 而 
C C 


&(o) = ie e (一 志 和 | (6.2.2.10) 
其 中 ZZ ;表示 Z。 :对 其 宗 量 名 p 的 一 阶 导数 . 于 是 柱 面 波 为 
Prt) = (Zn Fe Eu 十 证 人 [2 一 (m— 了 2 | je 


2) ke 
(6.2.2.11) 


三 、 球面 波 


当 角 动量 的 z 向 分 量 、 角 动量 平方 和 能 量 同时 确定 时 为 球面 波 . 
用 球 坐 标 系 (r,9,g) 、 角 动量 的 = 向 分 量 本 二 m 友 与 能 量 二 有 w 二 ck 同时 确 
定时 ,使 状态 函数 为 
yrst) = [frODe (ti) + gr,ODe ("i)e, Jew. (6.2.2.12) 
角 动 量 平方 j* 的 本 征 方程 
jg [ 己 十 二 让 iACLLtL tL ]y = (K 一 去 )(K 十 去) 和 


(6.2.2.13) 
它 展开 后 为 


L: L 


Lz EF 3 
(bs 十 1 十 )erbrti —iL)ge ("+t)* = 0， 


ra L a 
(所 —K:+1— Ejeet) + i + 二 ) fe("4)* = 0. 


在 球 坐 标 系 中 


L: 1 9/..,9 1 ai 
产 一 (056) mn gr 
i -ws/_ ;cosg 
人 让, ~”( 9 +i as) 
1 B ， ,cosb 3 
+ 这) “(+i gs) 
到 
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因而 
1 2 
1 本 (m-z) 加 1 | 
[ax 1 二 一人 (二 全 7 
+ 器 + (m + 去 )% 史 eg 一 0， 
(6. 2.2.14) 
站 之 
1 Ya 村 | z) 。 i | 
Bt) , sin20 (m1 3) 人 
a cosg 
和 + (m- 却 ) 吕 7-。 
上 式 有 两 组 解 
fibr0) = (1KI 一 mm 十 去 )RiCPDPT ECcosg)， 
Ei (6. 2.2.15a) 
本 
g1(r,0) 一 Ri(r)P' (cosb)， 
和 
, 
falr10) =— (IKI+m— 计 )Re (PY (eos0), 
(6. 2.2. 15b) 
ga(710) = Ra(r)P (cosb). 
由 于 
ee Oi 
En cos0 3 sing -59° 
a3,..93 3 i 3 
FE 十 iay 一 "(sing Br + cos0 -60 + rain 3s)’ 
ce i 8 
37 3 er (sing22 十 cos9; 一 pr 
把 态 函 数 (6. 2. 2. 12) 代 入 波动 方程 并 展开 成 
1 
十 工 
衣 se Ol 
( 返 十 cos9 宛 sing -55)f + sing Sr + cos + momg |e =0 
el 
: 人 a 3 2 
(# cos0 + sing -57 jg 十 sing + cosg -a8 i f=0 
(6. 2. 2.16) 


把 (6. 2. 2. 15) 式 的 两 组 解 乔 加 起 来 代 人 上 式 得 到 
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至: +CIKI+D RitR, 一 0， 


本 (6. 2.2.17) 
Re (KI-D ei, =0. 
两 个 径 向 函数 所 满足 的 方程 ,用 级 数 法 解 他 们 . 令 
Rn = er Da ilr)™, 
Ee (6.2.2.18) 


Ra(r) = ew Db, (ikr)"™. 


per 


代入 (6. 2. 2.17) 式 得 到 


0 


人 (Ci 好) 一 十 Se. —b,) (ikr)"™ = 0, 


Dnts—lK|+ 6, Cikr)™™ — :3 —6,) (ikr)"™ = 0. 


"=o n=0 


由 (ikr)“! 项 知 

bo 二 0， 当 s = 一 |K| 一 1 时 ， 

| 当 s =|K| 一 1 时 . 
因为 当 一 =co 时 态 函 数 应 有 界 , 所 以 ao=0,s=|K| 一 1 的 情况 应 删 去 . 这 样 得 系数 
的 递 推 公式 


rb 
Sy 7 二 1， 
Gu 
bn ZIRT 
bo = 0. 
上 式 可 以 归结 为 
,2 KI DIG2IKI- 1, 
0 1K IGRI 0 
b= CD KL IK (6.2.2.19) 


DIOKI—m!I2IKI= DI 
n= 二 1,2,3,…, |IK|，K = 土 1, 土 2, 圭 3,…. 
态 函 数 (6. 2. 2.12) (6. 2.2.15) 中 两 式 之 和 、(6. 2. 2. 18) 式 以 及 (6. 2. 2. 19) 式 
表示 了 中 微 子 的 球面 波 ,在 球面 波 中 ,0 有 奇异 性 ,这 是 因为 该 处 应 该 存在 着 产 
生 中 微 子 的 源 ,所 以 是 合理 的 . 
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§ 6.3 静 质 量 为 0 的 矢量 波动 方程 
6.3.1 方程 和 波 函 数 条 件 


一 、 方 程 的 建立 


在 二 级 四 元 数 领域 , 狄 拉克 把 克 莱 因 - 戈 尔 登 方 程 分 解 , 取 
Ho =— iEois — c(Biit Bp,j + Prk)k. (6.3.1.1) 
建立 了 著名 的 狄 拉克 方程 ,我 们 已 在 $ 5. 3 中 作 了 较为 详细 的 讨论 .不 过 还 遗留 了 
一 个 问题 尚 待 解决 , 那 就 是 还 存 不 存在 其 他 的 分 解 方式 ,建立 与 狄 拉克 方程 并 不 等 
价 的 方程 ? 在 静 质 能 E。 取 0 的 情形 下 ,这 个 问题 尚未 获得 解决 ,但 是 在 静 质 能 
EE 二 0 的 情形 下 , 却 存在 着 另外 的 分 解 结果 ,使 得 所 建立 的 方程 与 Bo 一 0 的 狄 拉克 
方程 并 不 等 价 ,比如 说 取 


Ho = ic(Bsis + pyjs + Beks). (6.3.1.2) 

显然 形 一 所 站, 所 以 可 以 建立 起 一 对 波动 方程 
(E—H)y.= 0， (6.3.1.3a) 
| Ho)y = 0. (6. 3.1. 3b) 


先 证 明 上 式 与 E。=0 的 狄 拉克 方程 并 不 等 价 . 
若 存在 着 一 个 二 级 四 元 常数 A, 使 得 
HA = AHo |s,-6. 
那么 它 的 形式 必定 为 
A =atiai —ibj —WM + (6— ibi— iaj 十 ok) 
十 (b+bi+tal +iak)j+(—ia+t+ai +ibk)k. 
(6.3.1.4) 
其 中 a 和 4。 是 任意 两 个 复 常数 . 
由 于 二 级 四 元 常数 A 的 模 方 |Al| 一 0, 因 此 A 不 存在 着 ,从 而 问 , 与 Ho|s,-。 
并 不 相似 ,所 以 方程 (6. 3. 1. 3a) 与 Eu 二 0 的 狄 拉克 方程 并 不 等 价 . 因为 一 Ho 与 
Hs 相似 ,所 以 一 页 与 Ho|s,-o 也 不 相似 . 而 且 易 证 一 应 , 与 百 , 也 不 相似 ,所 以 在 
EE 二 0 的 情形 下 可 以 建立 起 一 对 与 狄 拉克 方程 并 不 等 价 的 波动 方程 (6. 3. 1. 3) ,用 
来 描述 一 对 静 质 量 为 0 的 微观 粒子 . 
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二 、 方程 的 变换 性 质 


1. 变换 不 变性 

只 讨论 方程 (6. 3. 1. 3a) ,并 略 去 角 标 “ 十 ”. 把 算 符 和 波 函数 的 变换 写成 
BE = M,(E— HAr', 
y= Aoy. 

(1) 沿 着 空间 坐标 轴 z,y,z 以 速度 c8 运动 的 惯性 系 变换 ,变换 四 元 数 分 别 为 
Mo (x)= A (zx) 一 a 十 ioiz， 
Mo(y) = As'(y) = at ibj,, (6.3.1.6) 
Mo(z) = Av' (z) 一 a ibks. 


其 中 ,a= /他 b=/ 有 有 a? 二 b==y,a? 一 一 1,2ab=78 


(2) 绕 着 空间 坐标 轴 工 ,y,z 2 角 的 空间 坐标 系 变换 ,变换 四 元 数 分 别 为 
Mo (z) = 4o(z) 一 Cos 多 一 sin 如 is, 


(6. 3.1.5) 


M,(y) = Aoly) 一 cos 多 一 sin 少 Fo (6.3.1.7) 


Me(z) = Ao(z) 一 cos 多 = sin 儿 ks. 
变换 四 元 数 (6. 3. 1. 6) 和 (6. 3. 1. 7) 式 的 正确 性 都 可 由 验算 来 证 明 , 这 里 我 们 任 取 
其 一 进行 验算 . 
E’—H;= M(xr)(E— Ho)A (rz) 
= (a+ibis) (Eicpis — icp,jzs — icp.k2) (a ibis) 
= (a+ibi)[(aE — bcp,)— (aicp, — ibE)i, 
— (aicp, — bcp.)j: — (aicp. + bcp,)k,] 
= (a +b)E— 2abcp, + [2abiE — (a? + b*)icp, Jis 
一 (@ —b)icp,js — (a? — 6 )icp.k 


YE — pep —ic (6. —Y EE)is ~ icpsjs — icbks. 
证 毕 . 
(3) 时 空间 时 反 演 ,方程 变 成 
—(E— Hy—r,—t) = 0. 
与 原 方程 相同 . 
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2. 方程 (6. 3. 1. 3a) 与 (6. 3. 1. 3b) 互 变 


(1) 正 反 变换 
(E— HO)'y:= 0. 
其 中 算 符 的 正 反 变 换 
(E— Ho): =—E— HH. (6. 3.1.8a) 
波 函 数 
闭 二 uu 二 vid 二 uv 十 内 mv (6. 3. 1. 8b) 
正 反 变换 后 为 


天 三 是 Viv 
所 以 方程 (6. 3. 1. 3a) 和 (6. 3. 1. 3b) 是 一 对 正 反 方程 . 


(2) 字 称 变换 : 
宇 称 变换 使 方程 (6. 3. 1. 3a) 变 成 
(E+ Hy (—r,t) = 0. (6.3.1.9) 
(3) 时 间 反 演 : 
时 间 反 演 使 方程 (6. 3. 1. 3a) 变 成 
(—E— Hyr,—t) =0. (6.3.1.10) 
这 就 表明 ,ylr, 一 人 ,yy( 一 r,t) 与 (r,t) 除 了 可 差 一 常 相 因 子 外 是 相同 的 . 
三 、 波 函数 条 件 


求 方程 (6. 3. 1. 3a) 的 平面 波 解 ( 略 去 角 标 “十 ”). 
因 E。==0, 在 动量 和 能 量 同时 确定 时 ， 


{ 一 让 
E=fw 
y= [hatgout gu tpho ve , (6.3.1.11) 


代入 方程 (6. 3. 1. 3a) 后 展开 得 
je cpr pt ep: — ip,) gs 一 0， 


为 平面 波 


(E+cpi)g + elp: — ip) ge = 0, 
(E— cp pte(p:t ip, 一 0， 
(E—cpi)p te(p: tip,)y = 0. 
解 得 能 量 的 本 征 值 (只 取 正 能 态 ) 
E= cp. (6.3.1.12) 
波 函 数 四 个 元 之 间 的 关系 为 
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由 二 风 一 二 ip， (6.3.1.13) 


(6. 3.1. 13) 式 表明 , 波 函 数 四 个 元 中 还 有 两 个 元 可 独立 地 变化 ,一 个 归 一 化 条 
件 还 不 足以 把 他 们 完全 确定 ,这 就 是 说 , 单 是 方程 (6. 3. 1. 3a) 还 不 能 用 来 描述 一 个 
微观 粒子 ,因而 需要 增加 一 个 条 件 来 约束 两 个 元 之 间 的 关系 ,这 个 条 件 既 要 反映 客 
观 规律 ,又 要 与 方程 (6. 3. 1. 3a) 相 容 , 即 由 方程 (6. 3. 1. 3a) 与 增加 的 波 函数 条 件 共 
同 来 描述 微观 粒子 . 

给 波 函 数 增加 的 条 件 是 : 波 函 数 中 第 四 个 元 与 第 一 个 元 之 比 是 纯 虚 数 一 i, 即 


dD i 
Plrst) 本 (6.3.1.14) 


这 个 条 件 在 物理 上 的 意义 从 下 文 的 讨论 中 将 逐步 显现 出 来 ,现在 先 就 增加 了 这 个 
条 件 后 对 状态 将 产生 的 影响 予以 讨论 . 
波 函 数 条 件 (6. 3. 1. 14) 式 在 惯性 系 变换 和 空间 坐标 系 旋转 变换 中 也 应 该 是 不 
变 的 . 由 
$= hop. 

对 于 惯性 系 变换 ,由 (6. 3. 1. 6) 式 知 
(a— ibi) [gut pv) ut (gnu t pv ) vw] 

= (at git pu) ut (a—b) (gut gv) vw, 
(a—ibj) gu t+ po) ut Cau + hv) vw] 

= [ag — ibya)u 十 (abs — bp) vi ut [Cays + iby)u 

+ (ag + ibpg2) vi jw， 

(a—ibka) Lg tt gv) ut (Gaui prvi) vw] 

= [Cagi + bg)u 十 (ab + bp )u Jus 十 [Cags bg) 十 (ab + bg) jw. 


如 果 在 原 惯性 系 中 满足 y 二 一 iy ,那么 在 新 惯性 系 中 尖 分 别 为 


ay aptibys Cay tt by 
Cat agp—ibys” agp+bys 


他 们 并 不 满足 条 件 (6. 3. 1. 14) 式 . 
对 于 坐标 系 的 旋转 变换 (6. 3. 1. 7) 式 ,只 要 把 式 中 的 a 换 成 eos 多,b 换 成 


一 isin 寺 ,就 得 到 了 旋转 后 的 坐标 系 中 波 函数 第 四 个 元 与 第 一 个 元 之 比 作 , 分 别 为 


由 (cos 吧 站 isin 铺 ) ps cos 名 = 内 sin 生 内 cos 吧 es igosin 多 


pising) ppsing” Dipsing 
由 (eos 四 isin 多 ) Neos 内 sin 2 加 cos7 lyasin 7 
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它们 也 不 满足 条 件 (6. 3. 1. 14) 式 . 
为 了 使 波 函 数 条 件 满足 爱 因 斯 坦 相对 性 原理 ,可 以 对 变换 四 元 数 (6. 3. 1. 6) 和 
(6. 3. 1.7) 式 进行 修改 ,这 种 修改 既 能 保证 波动 方程 的 变换 性 质保 持原 样 ,又 能 让 
增加 的 波 函数 条 件 能 符合 爱 因 斯 坦 相对 性 原理 . 
考察 波动 方程 (6. 3. 1. 3) , 它 是 纯 二 级 四 元 数 型 的 ,因此 在 其 变换 四 元 数 
(6. 3.1.6) 和 (6. 3. 1.7) 式 中 增加 一 个 有 逆 的 一 级 四 元 数 型 因子 并 不 会 影响 方程 中 
算 符 的 变换 性 质 ,但 对 方程 中 波 函 数 的 变换 性 质 却 全 然 不 同 了 . 修改 变换 四 元 数 的 
具体 方法 是 :把 (6. 3. 1. 6) 式 的 惯性 系 变换 四 元 数 修改 成 
Mi(Cz) = (at+ibi)(atibis), Ao(z) = (a+ibi)(a— ibis), 
[uo = (at+ibk) (atibj), Au(y) = (a+ibk) (a— ibj:), 
Mo(z) = (atibj) (at+ibks), ho(z) = (atibj) (a— ibks). 
(6. 3,1.15) 
把 (6. 3. 1.7) 式 的 坐标 系 旋转 变换 四 元 数 修改 成 


Mo(z) = 4o(z) = (cos 于 十 sin 汪 ij(cos 肥 一 sin 呈 i ) 党 


Mo(y) = Aoly) = (cos 生 十 sin 吉 k] (cos 史 sin 产 )， 
Mu(z) = 4o(z) = (cos 呈 +sin 吧 7 (cos 用 一 sin 肥 已 ). 
(6.3.1.16) 
在 变换 四 元 数 (6. 3. 1. 15) 和 (6. 3. 1.16) 中 各 取 其 一 来 验证 条 件 (6. 3. 1. 14) 的 
不 变性 . 例如 , 取 (6. 3. 1. 15) 式 的 中 间 一 个 As(>), 则 
(a t+ ibk) Ca— ibja) gi tt gv) ut Cai + pv ) vs] 
= [a (gu t+ go) — iab (gaiu + paw) Jus 
+[—ab go gaia) + iB: (gs + pu) Juz 
+ [a Cpu tt po) + iab gut pw) jv 
+ [~ ab (gat gp) — ib: (gv + pu) jv. 
在 新 的 惯性 系 中 , 波 函 数 第 四 个 元 与 第 一 个 元 之 比 为 
和 
取 (5. 3. 1. 16) 式 的 下 面 一 个 A。(z) ,算出 的 第 四 个 元 与 第 一 个 元 之 比 为 
guacos’ it sin 多 cos 呈 一 内 sin 号 cos 反 十 isin? 皇 
2 i， 当归 一 i 时 . 
和 isin 生 cos 呈 十 如 sin 史 cos 呈 一 igusin 肥 峰 


其 他 可 类 似 地 验证 . 
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四 、 波 函数 条 件 的 物理 意义 


(6. 3. 1. 3) 式 的 一 对 方程 和 波 函 数 条 件 (6. 3. 1. 14) 式 共同 描述 了 一 对 静 质量 
为 0 的 正 反 微观 粒子 .方程 中 了 哈密 顿 算 符 的 形式 虽然 比较 简单 ,但 求解 时 却 不 太 方 
便 . 更 由 于 对 态 函 数 所 给 的 约束 条 件 的 物理 意义 还 不 清楚 ,因此 对 哈密 顿 算 符 作 相 
似 变换 ,应 用 其 等 价 方程 . 

取 有 逆 的 二 级 四 元 常数 


1 了 
Q= 一 (1 十 U1)， 
他 


(6.3.1.17) 
Q: =Ql= 工 (1 一 态 )， 
| 万 JJ? 
将 方程 (6. 3. 1. 3) 作 等 价 变换 得 
(EFH)G:= Q(EF HOQ'Q:= 0. (6.3.1.18) 
于 是 
H=QHQ = ?1 + jj pis + pyjs ph) 在 01- jj) 
=c(— pjis t+ip,js t+ Prjks), 
G4 = (Gr Gr) ut (Garu 十 Go)v 
= Qy: = 友 ? FL pa 十 和 wm 十 (sa + pew) 
(6.3.1.19) 
得 到 
cu = 超 : + ids) = V2 ps, 
a 
Ga 一 一 (w+ 一 Is)， 
2 
史 (6.3.1.20) 
Ga = 所 一 tp )， 
Gu = 志 oe + 1p) = 0. 
对 于 波动 方程 
(EH)G:= 0. (6. 3.1.21a) 
波 函 数 第 四 个 元 恒 为 0. 


应 用 等 价 方程 (6. 3. 1. 21a) 后 .惯性 系 变换 和 坐标 系 旋转 变换 的 变换 四 元 数 
(6. 3. 1.15) 和 (6. 3. 1. 16) 要 相应 地 发 生变 更 . 令 
(EVIG = M(tEF HAL A G0, 
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由 于 
(E' 二 HG= Q(E’ HOQ'Q, 
= QMo- (EH)AVQ QA yg 
= QM Q (EH)QAHQ "QA. Q'G:. 
因此 ,有 
M;= QM Q!, 
| RM (6. 3.1.22) 
A:= QAuQ :. 
于 是 波动 方程 (6. 3. 1. 21) 沿 z,y,z 的 惯性 系 变换 四 元 数 分 别 为 
M: (z) 一 去 [Gy 十 D—(7— Diis+tBy(kjs + jk2)], 
A: (7z)= [y+ D+(7— DiistpBy(kjs — jks)], 
M; (y) = 去 [Gy+ 1) +My 一 Di 士 pyrG 一 D7]， 
(6.3.1.23) 


As (?) 一 去 [Cr+D 一 iy 一 Di 二 py(i+Bj]， 


M; (z) = [y+ 1) +Byj +i(y—1+iB7 i], 


As (z) = [y+ DD +ipyj —i(y—1+igyj)is]. 
绕 空间 轴 z,y,z 的 旋转 变换 四 元 数 分 别 为 
Ma (z) = Ax(z) = 到 [Q + cosg) — (1 — cosg)ii, — ising(kjs — jk2)], 


Mi (3) = 4s(?) = BE + eosg) 十 i1 一 cosp)i 一 sing(1 — i)jz], 


Mi:(z) = 4z(z) = [0 十 cosp) 十 sinpj +i(l — cosg— singj )i,]. 


(6. 3. 1. 24) 
上 述 变 换 四 元 数 (6. 3. 1. 23) 和 (6. 3. 1. 24) 表 明 ,波动 方程 (6. 3. 1. 21) 中 的 波 
函数 Gs 所 剩 的 三 个 元 Ci= ,G:* 和 Gs: 的 变换 性 质 与 三 维 空间 矢量 的 变换 性 质 完 
全 相同 . 也 即 是 说 , 波 函数 G: 的 前 三 个 元 是 一 个 三 维 空间 矢量 ,第 四 个 元 恒 为 0， 
但 是 G: 却 并 不 是 四 矢量 . 其 中 G- 是 右手 系 的 三 维 空间 矢量 ,而 G_ 是 左手 系 的 三 
维 空间 矢量 . 可 以 改 用 矢量 来 表示 波 函 数 G: 
+ 二 Gr. 
这 样 波动 方程 (6. 3. 1. 21a) 也 就 可 改写 成 矢量 形式 
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上 相 (6.3.1.21b) 
V。8+ 一 0. 

通过 上 述 的 讨论 ,使 我 们 知道 了 一 个 三 维 空间 的 矢量 也 可 能 用 来 作为 波 函 数 
描述 微观 粒子 的 状态 ,这 在 当今 通行 的 量子 力学 中 还 未 曾 见 过 有 这 类 令 述 . 


五 、 粒 子 的 算 符 


由 波动 方程 (6. 3. 1. 21) 描 述 的 粒子 , 它 的 主要 算 符 的 形式 是 : 
1. 质量 算 符 
粒子 的 质量 算 符 为 
一 十 工 (一 万 .ji ip,js 十 万 Js). (6.3.1.25) 
2. 速度 算 符 
用 波 函 数 的 厄 米 共 示 左 乘 波 动 方程 ,用 波 函 数 右 乘 波动 方程 的 厄 米 共 和 , 然 后 
两 式 相 减 得 
Gt (ETH)G:—[(ETFH)G:]G:= 0. 
将 它 展开 后 得 到 了 概率 流 的 连续 性 方程 
ECGIG-) — P[GL(+ ka)G:]— PLGL+tid2)G]— PLGLF ois)G:] = 0， 
于 是 知 速度 算 符 为 


= 二 土 cjk;， 
: 一 士 ij :， (6.3.1.26a) 
De 一 干 cjis. 
也 易 验证 有 等 式 
二 Ca 二 mm) 二 
速度 ( 即 概率 流 密度 ) 的 矢量 形式 为 
上 一 Glb,G: 一 干 icg X g. (6. 3. 1. 26b) 
3. 角 动 量 算 符 


En ,得 自 族 算 符 


S。 = 6 (6. 3.1.27) 
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角 动 量 算 符 为 
J=L+5S. 
其 平方 算 符 为 
j=L+S+2L.s 
= 遍 二 入 [3 一 一 (i 一 Di]+ACL, Cks —Aj:) 
+L,Cit+ijs — LC + ji,)]. (6. 3. 1. 28) 
角 动 量 = 向 分 量 的 算 符 为 
J = 一 各 (j++ji). (6.3.1.29) 
本 征 方程 
| 
(6. 3.1.30a) 
帮 G+ = JI 十 1) 让 Ge， 
表示 成 矢量 形式 的 方程 则 为 
L.g:+ife: X 8- 一 mig:, 
| Wh _ ee (6. 3.1.30b) 
(L* +2f)gs+2iiL X 8 一 了 十 1) eg:. 
4. 螺旋 度 算 符 


$. 2 阁 [B: Jk K+ Blitojs — PC + jis)]. 


(6.3.1.31) 
其 本 征 方程 
(s: 2)c:= sp Gs (6. 3. 1. 32a) 
的 矢量 形式 为 
VXg:=s, Bg:. (6. 3.1. 32b) 
6.3.2 方程 的 解 
求解 方程 时 用 矢量 形式 的 方程 比较 方便 . 对 于 能 量 确定 的 状态 
| = gi(r)e™, 
(6.3.2.1) 
E= fw. 


波动 方程 (6. 3. 1. 21b) 合 并 成 一 个 方程 
VXg-()— telr) = 0. (6. 3. 2. 2a) 
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一 、 平 面 波 


当 动 量 p= 办 与 能 量 同 时 确定 时 
Ba (rt) = ge (pe (6.3.2.3) 
把 它 代入 方程 (6. 3. 2. 2a) ,展开 后 的 三 个 方程 为 


士 ijgs — kgy)— gsr 一 0， 
+ilkgsr 一 Agc=) 一 全 gx 一 0， 


士 iAgxz — kg)— ge 一 0. 
于 是 可 得 能 量 和 动量 的 关系 (只 讨论 正 能 态 ) 


(2) =#, 即 和 = (6. 3. 2.4) 
C C 
以 及 波 函 数 
kk: 二 ikk, ea) 
(rl) 一 pt 
Se VIR RD 
hks + ie rn 
gy (rt) i ， (6.3.2.5) 
人 
VIR (ki + ki) 
容易 验证 正 反 粒子 的 波 函 数 满足 
g+= 8+. 
也 容易 验证 粒子 的 速度 确 为 时 空当 量 c. 
粒子 的 螺旋 度 
VXg:= 5, 人 一 全 8-. 
所 以 
sy = 土 1. (6.3.2.6) 
表明 粒子 的 自 旋 为 1, 正 反 粒 子 分 别 是 右 旋 性 和 左旋 性 的 . 
二 、 圆柱 面 波 


动量 和 角 动 量 的 = 向 分 量 5. 和 了 . 与 能 量 E 同时 确定 时 为 圆柱 面 波 . 
用 圆柱 坐标 系 (p,q,z) ,z 向 动量 与 能 量 同时 确定 使 波 函 数 的 形状 为 
(Cryt) = gi (pr9) et , 


(6. 3.2.7) 
E= jw，p. 一 亦 . 


56.3 静 质 量 为 0 的 拓 量 波动 方程 159 


角 动 量 = 向 分 量 的 本 征 方程 (6. 3. 1. 30b) 的 三 个 分 量 式 是 


te = imgs+» 


Bg: 
ap 


Se ~ ing- 


一 g< 一 imgx， 


前 两 式 给 出 
ee =i(m+i (ga +ig,). 
由 于 圆柱 坐标 与 直角 坐标 有 关系 
Ba 土 ig, = (gp tige)e:” 
使 得 波 函 数 g 在 圆柱 坐标 系 中 的 三 个 分 量 g。: ,g*= 和 g.: 有 共同 的 因子 er , 波 函 
数 的 单 值 性 使 J. 的 量子 数 m 二 0, 土 1, 土 2,… 
波动 方程 (6. 3. 2. 2a) 的 三 个 分 量 方程 为 


二 二 土 im > 干 达 .gr=， 
hg 一 土 认 .gs 一 和 
hg = Lap8et) ) im 
p ap p 


其 中 = 惫 , 由 前 两 式 解 出 


喜 k gt k: Ogz: 
Brt 一 十 (到 二 5 
一 (me: 8 + kag 
4 二 人 ko kp k, i 和 ) 


其 中 外 = 民 一 及, 代入 后 一 式 后 得 到 了 g.: 满足 的 是 m 阶 贝 塞 尔 方程 


起 el ht 1 hy Je= = 0 
其 解 为 普遍 的 m 阶 柱 函数 
By 
当 p 限 制 在 有 限 区 域内 时 ,Z。 用 贝 塞 尔 函 数 ; 当 p 要 趋 于 cc 的 区 域 时 ,Z, 用 第 一 类 
汉 克 函数 , 圆柱 面 波 是 


dZ。 
dk a Je 
) J + Zoe: je 一 (6. 3. 2. 8) 


,kp + ks dbo) 
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三 、 球 面 波 
角 动 量 z 向 分 量 、 角 动量 平方 以 及 能 量 同时 确定 的 状态 为 球面 波 . 
用 球 坐 标 系 (r,9,g) .= 向 角 动 量 和 能 量 同 时 确定 使 波 函数 形 如 
B- (rt) = gs (re me (6. 3, 2. 9) 
角 动 量 平方 的 本 征 方程 (6. 3. 1. 30b) 式 中 的 项 
LX g:=—iii(rXV) xX g:= ifi[g:— V(r. g:)]. 
此 式 中 应 用 了 V， g: 一 0. 这 样 角 动 量 平方 的 本 征 方程 (6. 3. 1. 30b) 化 成 了 


下 
-ee 2 Vr 8) +jd+ De 0. (6. 3.2. 10) 


在 g:(r,9) 中 的 径 向 分 量 g,* (r,9) 中 消去 Y。8g+ =0 的 项 后 成 为 


+ 


所 以 ,gr* (r,9) 中 与 9 有 关 的 因子 是 连带 勒 让 德 函 数 P? (cosb). 
另 一 方面 , 取 波 动 方程 (6. 3. 2. 2a) 的 旋 度 为 
VX(VXg:)=V(V.g8:)— Vg:=kVXg:= kg:. 
得 到 了 亥 姆 霍 效 方程 


19°(rg:) _L’ 
Vigs+ kg:= = Sr 一 站 侣 + kg 一 0. 


将 (6. 3.2.10) 式 代入 此 式 后 成 为 


-2 2 上 2VCr ge ) 十 [ 参 于 一 7 十 1)]8- 一 0， (6.3.2.11a) 


它 的 三 个 分 量 的 方程 是 
re a) +2 2s? + [kr jdj+ De =0, 


本 

rR) 2 Cg 十 [rz 一 1 十 D)]ge 一 0，(6.3.2.11b) 
Aar’ reo 

QO’ (rge: ) 2 A 

r+ ey +[kr —j(j+1)]ge = 0. 


波动 方程 (6. 3. 2. 20) 的 三 个 分 量 的 注 鹤 是 


i 二 

oF singgr:) ap ]= krg:， 

1 dg: _ dlrge) _ 

sing 39 ar 人 Age， (6. 3. 2. 2b) 
Qtrge) 3g-= 


Dr 80 
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把 (6. 3. 2. 11b) 式 的 后 两 式 与 (6. 3. 2. 2b) 式 的 后 两 式 联 立 ,可 导出 8+ 三 个 分 量 之 
间 的 关系 


I (ro +2 2 + Be ) 


Br GTFID\ ”ar3b singap 儿 
了 1 CE 
St yD (ine rom 2 
用 (6. 3.2.11b) 式 的 第 一 式 来 求 g: 的 径 向 分 量 g,:. 
rg = Re(r) = bP 
代入 (6. 3.2.11b) 式 的 第 一 式 得 到 系数 a， 的 过 推 关系 
em = 土 直人 车 Da n= 0 
即 
机 G+n! ez 
Ri(7) 一 2 去 ) 10 (6. 3. 2. 12) 
于 是 得 球面 波 


gr (rt) = Nj(j+1) pr (cosg) ese ， 


ur = N [a seg + imkRs 王 e000 |e si ， 
gu (rt) = N[- AR 风土 WR ) Beg? |e stim 


(6. 3.2.13) 
其 中 N 是 归 一 化 常数 . 

总 之 ,本 节 叙 述 了 一 对 静 质 量 为 0, 自 旋 为 1, 以 三 维 空间 矢量 为 波 函 数 的 波动 
方程 . 他 们 不 具 正 反 变换 和 字 称 变换 的 不 变性 ,但 却 是 一 对 方程 之 间 的 互 变 . 其 中 
一 个 方程 描述 的 是 右 旋 性 粒子 , 另 一 个 则 描述 左旋 性 的 粒子 . 不 过 这 些 还 仅 是 理论 
上 的 推测 ,实践 中 还 未 见 有 发 现 了 这 类 粒子 的 报道 . 


$ 6.4 光子 的 波动 方程 
现行 的 量子 力学 是 把 静 质量 为 0 的 克 莱 因 - 交 尔 登 方程 , 即 达 朗 贝 尔 方程 
(FE:—cp’)y = 0. 
作为 光子 的 波动 方程 的 . 波 函 数 少 采用 的 是 四 维 时 空中 的 四 矢量 电磁 势 { 二 pva)， 
并 给 它 附加 了 一 个 约束 条 件 
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称 为 洛 伦 兹 规范 . 

由 于 方程 对 时 间 是 二 阶 导数 的 ,因此 波 函数 的 模 方 yy 不 再 能 够 被 当做 光子 
的 概率 密度 ,与 波 函 数 的 统计 诠释 不 再 一 致 . 

我 们 试图 建立 一 个 对 时 间 是 一 阶 导 数 的 光子 的 波动 方程 ,以 便 保 留 对 波 函 数 
的 统计 诠释 . 

6.4.1 波动 方程 的 建立 

在 $ 6. 3 中 我 们 已 经 知道 一 个 三 维 空间 的 矢量 在 增加 一 个 恒 为 0 的 第 四 分 量 
以 后 ,也 可 以 作为 波 函 数 ,用 来 描述 微观 粒子 的 状态 . 然而 由 于 其 方程 是 一 对 ,它们 


中 的 任何 一 个 都 不 具 正 反 变换 和 宇 称 变换 的 不 变性 ,因此 不 能 直接 用 来 描述 光子 . 
为 此 我 们 作 些 技术 处 理 ,使 它们 成 为 光子 的 波动 方程 . 


一 、 双 元 矢量 场 
定义 双 元 数 
D = A 十 1B. (6.4.1.1) 
其 中 是 与 i 不 同 的 另 一 个 虚数 单位 , 即 六 三 一 1, 但 1 和 i 在 一 起 时 不 发 生 运算 ， 


于 三 i 天 一 1, 它 只 用 来 区 分 双 元 数 D 中 两 个 不 同 的 元 . 分 别称 (6. 4. 1. 1) 式 中 的 A 
和 B 为 双 元 数 的 甲 元 和 乙 元 . 甲乙 两 元 本 身 还 可 以 是 复数 而 形成 双 元 复数 . 

一 个 双 元 复数 D 可 定义 三 个 与 它 共 轿 的 双 元 复数 : 双 元 共 示 万 , 复 共 轰 D' 和 
厄 米 共 q D' ,其 中 


万 = 4 一 1B， (6. 4. 1. 2a) 
D'= A'+1B'， (6.4. 1. 2b) 
D'=A—"%B' = (D)*= D5. (6.4.1.2c) 
把 电场 E 和 磁场 H 组 合成 双 元 矢量 场 
gs = (VHFIVGE). (6.4.1.3) 
这 样 刀 和 互 本 身 还 可 以 是 复 的 ,以 便 人 们 再 用 复 因子 e* 来 描述 电磁 场 的 位 相 . 
二 、 波 动 方程 


应 用 双 元 矢量 场 (6. 4. 1. 3) 式 ,麦克 斯 韦 方程 组 可 以 简写 成 
3ag:- _ Mpo; 
YXx8 干 了 -一 >)， 


2 
re 


(6.4.1.4) 
V*g:= 干 
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或 用 矩阵 写法 
巨 一 cg 0 ] i 和 
[ 0 | 2 mc[ 了 | (6.4.1.5) 
方程 (6. 4. 1.4) 或 (6. 4. 1. 5) 就 成 了 光子 的 波动 方程 . 其 中 


B+ j 
E=ii 二 ， p=—ify, E= |[ ]， :| ] (6.4.1.6) 
oat 士 1qp 


0 

而 
00 ol 0 010 -1 00 
00—10 0 oo0l1 1 0 oo 
RE ol 00l Tn oo0o0 FTN o ol 
-10 00 o -100 0 0—10 
(6.4.1.7) 


则 是 三 个 阵 迹 为 0 的 自 伴 矩阵 , 且 满 足 
BB, =— BB: = nh:» BB: = BB, = mW:, BB: =— BB: = np, 
应 用 双 元 矢量 场 (6. 4. 1. 3), 电 磁场 的 能 量 密度 和 能 流 密度 分 别 是 


1 
一 8g8-* g++g+:°* 8-= spoH’ +eoF’), 
| 8- "8+T8+ 8 2 po Eo (6.4.1.8) 
=—2¥(g-Xg+—g+Xg-)=EXH. 
三 、 方 程 的 变换 性 质 
1， 惯性 系 变换 不 变性 


用 M 表示 时 空中 四 矢量 的 变换 卸 隆 ,4 表示 双 元 矢量 场 的 变换 短 阵 , 妈 
ele el [ll 
[el 


对 于 沿 zx,y,z 以 速率 Be 运动 的 惯性 系 变换 ,变换 矩阵 分 别 为 


7 0 0 | | 0 0 0 
0 10 0 0 7y 0+ 
Ms 一 A 5 
0 01 | * |o oo 1 0 
PB 0 00 7 0 twW0 7 
10 0 0 
0 1 0 0 
M- = 了 (6.4.1.9a) 
0 0 7 生 
00pm 7 
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和 
个 0 0 0 7 0 于 网 0 
0 7y +w 0 WR 0 
MAT Fp > | -| y of’ 
0 0 oe 0 0 0 1 
7 +ww 00 
i (6.4.1.9b) 
0 0 10 
0 0 01 
直接 由 运算 可 证 
已 一 cg .也 0 ]- 攻 | 0 | 0] 
0 忆 十 cg .所 oo MjJl 。 巨 +cg 站 -0 A 
(6.4.1.10) 


表明 波动 方程 (6.4. 1. 4) 是 洛 伦 兹 协 变 的 . 从 变换 矩阵 (6. 4. 1. 9a) 和 (6. 4. 1. 9b) 的 
不 同 也 表明 了 三 维 空间 矢量 与 四 维 时 空 的 四 矢量 其 变换 性 质 是 不 同 的 . 

2. 绕 空 间 轴 旋转 变换 的 不 变性 

对 于 绕 空间 轴 z,y,z 旋转 9 角 的 坐标 系 变换 ,变换 矩阵 分 别 为 
由 0 0 0] 
0 cosp sinp 0 
0 一 sinp cosp 0 


Lo 0 0 1 
fcosp 0 一 sinp 0] 
“和 0 0 
M.=M, =An=A,-=|. ， (6.4.1.11) 
sinp 0 cosp 0 
GO 0 0 1J 


「 cosp sing 


0 0 
L 0 0 


0 
一 sinp cosp 0 0 

1 

0 


也 可 由 直接 运算 来 验证 (6. 4. 1. 10) 式 . 
3. 宇 称 变 换 不 变性 
假设 产生 电磁 场 的 电荷 电流 在 空间 是 对 称 的 , 即 
(一 ri) = pelr,t). 
由 于 j. 二 pev, 故 
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了 (一 rt) 一 一 J Crt). 


也 即 四 电流 源 
J: (一 rmt) =— Js(r,t). (6.4.1.12) 


宇 称 变换 使 方程 (6. 4. 1. 5) 变 成 


Etcp:p 0 [SC"]- 兴 nx[ | 
各 Ep por 2 nd 


用 常数 箱 阵 [” 1 ] 左 乘 上 式 的 左右 两 端 ,因为 


[ 
E+cp:p 于 [六 二 
| " el 小 | 5 el 
[" | nD] EE (— | 
] 


G-(—r,t)- G+ (一 rt) 
[ 1 
1 0 


i [> -(—r,t)] 
所 以 ,只 要 


=—J-(=rit) J 
G- (一 rt) = Gr (r,t). (6.4.1.13a) 
那么 方程 (6. 4. 1.5) 在 宇 称 变换 下 是 不 变 的 . (6. 4. 1. 13a) 式 意味 着 电磁 场 的 宇 称 


性 质 分 别 是 
五 (一 rt) 一 再 Cr, ， 
下 (一 rt) =— E(r,t). 


(6.4.1.13b) 


这 是 与 实践 相符 的 . 

4. 正 反 变 换 不 变性 

波动 方程 (6. 4. 1. 5) 是 由 (6. 4. 1.4) 的 一 对 方程 联 立 起 来 构成 的 . 进行 正 反 变 
换 时 ,方程 (6. 4. 1. 4) 是 一 对 方程 之 间 互 变 , 联 立 起 来 后 仍 是 方程 (6. 4. 1. 5) ,表明 
了 光子 的 反 粒子 仍然 是 光子 本 身 这 一 客观 事实 . 

5. 电磁 变换 的 对 称 性 

在 电磁 学 部 分 中 ,我 们 已 经 指出 磁 单 极 存在 的 可 能 性 几乎 不 存在 . 然而 不 少 实 
践 中 的 问题 用 等 效 磁 荷 、 磁 流 来 处 理 却 比较 方便 . 例如 波导 中 的 横 电 波 与 横 磁 波 相 
对 应 ,多 极 辐射 中 的 电 2" 极 辐射 与 磁 2" 极 辐射 相对 应 等 等 . 

我 们 可 以 虚拟 有 磁 荷 存在 ,其 荷 的 密度 与 流 的 密度 分 别 用 p。 与 了 。 表示 ,这 样 
产生 电磁 场 的 源 , 即 波动 方程 (6. 4. 1. 5) 的 右 端 应 改写 成 


去 中 ks j= jm 
.= [ De ] J-= [ ne 上 (6.4.1.14) 
Wp: + Neopn) 一 全 Co- — Meopn) 
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污 E—cp:p G， 
[ . " Bom < 站 je] 


- 容 fx[ or 


0 记 一 三 
使 之 成 为 
E—cp:p 0 Gs LL 1 
| s+4. ole)- rite[_ 1 (6.4.1.15) 
其 中 


G'=—16-= (~ VaE— nV), 


G= 716-= (VaE+n VmH), 
js — mp0, ] (6.4.1.16) 
pn — Mp0ope) 
, so jn 十 Mp0oje 
三 = ?人 -一 上 全 (pn 十 0 
把 (6.4.1.15) 和 (6. 4. 1. 16) 式 分 别 与 (6. 4. 1. 5) 和 (6. 4. 1. 6) 式 相对 照 , 只 要 
把 (6.4.1.5) 和 (6.4.1.6) 式 中 的 物理 量 作 如 下 代 换 : 
全 poH 换 成 一 VeoE， 把 VeoE 换 成 YuoH， 
把 Vpoj, 换 成 Veoj。， 把 Veoj。 换 成 Vpoj,. 
那么 ,原本 是 用 (6. 4. 1. 5) 式 来 处 理 的 p 二 0,j。 二 0 的 实际 问题 ,就 可 以 等 效 地 当 
做 p. 二 0,j. 二 0 的 问题 用 (6. 4. 1. 15) 式 来 处 理 , 而 方程 (6. 4. 1. 15 ) 与 原 方程 
(6. 4.1.5) 的 形状 是 完全 相同 的 . 这 种 电 和 磁 间 变换 的 具体 意义 在 于 ,由 电 性 的 源 
prj, 产生 的 电磁 场 ,在 作 (6.4.1.17) 式 的 变换 后 也 就 等 效 地 成 了 磁性 的 源 pa,j， 
产生 的 电磁 场 了 ,这 样 体现 了 电 和 磁 间 的 对 称 性 . 下 文 的 解 例会 明显 地 表现 出 波动 方 
程 (6.4.1.5) 这 种 电 和 磁 间 的 对 称 性 ,与 此 相对 照 ,用 电磁 势 作为 波 函 数 的 达 朗 贝 
尔 方程 就 没有 这 一 功能 了 . 


四 、 光 子 的 算 符 
相应 于 波动 方程 (6. 4. 1. 5) ,光子 的 重要 算 符 列 于 下 : 


J+=—7 ,= [ 


(6.4.1.17) 


8$6.4 光 于 的 波动 方程 167 


1. 质量 算 符 
光子 的 质量 算 符 为 

Bk | 0 4 0 

讽 二 i[ 6 | (6.4.1.18) 
2. 速度 算 符 


用 波 函 数 的 厄 米 共 轿 左 乘 波动 方程 ,用 波 函 数 右 乘 波 动 方程 的 厄 米 共 罗 方 程 ， 
然后 两 式 相 减 


i 


I | 


élte: ,ca[c] -cccal2 [ce]]-。 


所 以 速度 算 符 为 


得 到 


?他 2 (6.4.1.19) 
0 一 cpJ 
容易 验证 
六 Cm 十 mi) 一 
3. 角 动 量 算 符 


由 波动 方程 绕 空间 轴 旋 转 yp 角 的 变换 矩阵 (6. 4. 1. 1D 式 ,计算 i482| 得 
自 旋 算 符 


s=—in[t "| (6. 4. 1. 20) 
oOFp 
其 中 
0 000 0 —1 0 0 100 
| o10 oo oo _|-1000 
eG Ol | 0 ME 00 0 Ol 
0 000 00 om 0000 
(6.4.1.21) 


角 动 量 算 符 则 为 
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A [0 
j=L+$=L i a (6.4.1.22) 
角 动 量 平方 的 算 符 为 
a a 
二 LL 十 2 和 一 2i 友 全 |; (6.4.1.23) 
0 了 .及 
由 S*==2 友 ,表明 光子 的 自 旋 的 量子 数 为 整数 1. 其 他 的 算 符 不 再 列 出 . 
光子 的 概率 密度 (没有 归 一 ) 
GIG+ GO!G = 3(H" H+eE.E). 
概率 流 密度 是 
PB 0 ]E] 


[6,6 je cp 
光子 的 概率 密度 和 概率 流 密度 分 别 正比 于 电磁 场 的 能 量 密度 和 能 流 密 度 ,这 是 直 
接 由 物理 观念 可 以 预料 的 结果 . 


6.4.2 波动 方程 的 解 例 


光子 的 波动 方程 (6. 4.1.5) 是 由 一 对 互 为 双 元 共 轿 的 方程 (6. 4. 1.4) 联 立 而 成 
的 . 其 波 函 数 也 由 一 对 互 为 双 元 共 g 的 电磁 场 G, 和 G- 共同 来 描述 的 . 每 个 函数 
G+ 或 G- 均 有 四 个 元 ,因此 光子 的 波 函 数 是 八 元 的 . 看 起 来 是 复杂 了 ,事实 上 却 是 
简单 了 . 一 方面 是 因为 CG+ 与 C- 是 双 元 共 固 的 ,知道 了 一 个 另 一 个 也 就 知道 了 ; 另 
一 方面 是 因为 G+ 和 G- 的 第 四 个 元 恒 为 0, 而且 G, 和 G- 均 退化 为 三 维 空间 的 矢 
量 8+ 和 8-，, 所 以 求解 波动 方程 时 只 需求 解 C- 和 G- 中 的 任何 一 个 . 

我 们 求解 G+ ,下 面 略 去 角 标 “十 ”. 波动 方程 为 


卫 98g8 Vin ， 
Vxs-2 a = 


=(E"XH+EXH'). 


(6.4.2.1) 
已 权 六 Ce ere.. 


对 于 能 量 = 确定 的 状态 ,采用 人 们 习惯 上 常用 的 位 相 因 子 e“ , 则 
P(r)t) = p(Te™, 
Jr't) = jnWe™, (6.4.2.2) 
\g(r,1t) = g(r)e ™ 
由 电流 的 连续 性 方程 


V jr + =0 


8$ 6.4 光子 的 波动 方程 169 


知 
V .Jr) 一 iup.(r) = 0. 
这 样 使 方程 (6. 4. 2. 1) 简 化 成 了 


VXg(r) 十 市 Felr) = ej. (6.4.2.3) 


在 不 存在 电荷 电流 源 的 空间 ,上 式 的 右 端 为 0. 有 三 种 情形 :平面 波 、 圆 柱 面 波 
以 及 球面 波 已 在 $ 6. 3 中 给 出 . 不 过 因为 有 了 代 换 i 的 问题 ,为 避免 混淆 ,我 们 在 本 
节 中 仍 把 结果 列 出 来 . 


一 、 平 面 波 


动量 p 一 克 和 能 量 EE=jiw 共同 确定 的 状态 是 平面 波 
gr,t) = Ag (keiter (6.4. 2. 4a) 
其 中 人 一 a 十 仿 是 双 元 常数 ,一 竺 ,而 
kk: 一 TAR :十 1 他 民 十 局 
kK) = Oy 0 ee zr TR 
eh 2k FE ToT 2kVRi + 
由 k，g 二 0, 表 明光 波 中 的 电场 E 和 磁场 H 与 波 的 传播 方向 都 垂直 ,所 以 光波 是 横 
波 , 又 由 于 g 中 的 甲 元 与 乙 元 点 乘 等 于 0, 因 此 ELH. 
在 光波 (6. 4. 2. 4a) 式 中 , 若 双 元 常数 A 中 只 有 甲 元 a 二 1, 或 只 有 乙 元 b=1， 
那么 


@:. (6.4.2.5) 


SO (rt) = ghee ， 

gn) = Mem 
表明 光波 g 中 有 且 仅 有 两 个 偏振 方向 互相 垂直 的 独立 的 平面 波 ,而 且 容 易 验证 这 
两 个 波 的 EX H 总 是 沿 着 波 的 传播 方向 k 的 . 还 可 由 速度 算 符 (6. 4. 1. 19) 式 验证 
光 的 速度 确 为 c. 


二 、 柱 面 波 


(6.4.2.4b) 


动量 和 和 角 动 量 的 = 向 分 量 p. 二 训 . 和 J 二 m 万 与 能 量 E=jiw 同时 确定 时 为 柱 
面 波 


,ke dZa (hp) sk Zulkp) 
gr,t) A|[iE do) 十 后 一 k, 
,kdZo(kp) ks Zalkp) CS 
+ i 人 一 下 局 人 ojee 
(6.4.2.6) 


在 圆柱 面 波 (6. 4. 2. 6) 中 , 若 常数 A 只 有 甲 元 , 它 是 横 电 波 ; 若 A 只 有 乙 元 , 它 就 是 


170 第 6 章 ”相对论 性 量子 力学 (了 ) 


横 磁 波 . TE 和 TM 两 类 相对 应 的 波 , 波 函 数 的 空间 分 布 相同 ,光子 在 空间 的 概率 
分 布 相同 ,体现 了 电 和 磁 的 对 称 性 . 原先 用 电磁 势 来 描述 这 两 种 场 时 ,两 种 势 的 空 
间 分 布 则 不 相同 , 电 和 磁 的 对 称 性 被 掩盖 了 . 


三 、 球面 波 
角 动量 的 向 分 量 ]. 一 mm 所 、 角 动量 平方 一 j(j 二 1) 与 能 量 E 一 hw 同时 
确定 时 为 球面 波 . 
grt) = AjG+L) RD pr (cost er , 


d(rR) dP” (cos0) 


2 Pr? (cosb) ] iow 
gr = A[ par + wkR ee |e » 


grlrst) = A[WitR dP” (cos0) Ei d(rR) Pr (cos0) J]™ 


d0 rdr sing 
(6.4.2.7) 
其 中 


(6.4.2.8) 


Ee i a 
R07) = (去 ) a 
在 球面 波 (6. 4. 2.7) 中 , 若 双 元 常数 A 中 只 有 甲 元 , 则 它 表示 从 原点 发 出 的 磁 
2 极 辐射 ; 若 A 中 只 有 乙 元 , 则 它 是 从 原点 发 出 的 电 2’ 极 辐射 . 两 类 相应 的 辐射 ， 
光子 在 空间 的 概率 分 布 相同 , 角 动 量 及 其 = 向 投影 也 相同 . 若 用 电磁 势 作 为 光子 的 
波 函 数 时 ,这 种 电 和 磁 间 的 对 称 性 仍然 被 掩盖 了 . 
值得 一 提 的 是 ,迄今 对 于 点 源 的 电 、 磁 2’ 极 辐射 , 场 的 径 向 分 量 g, 往往 被 忽 
略 . 这 是 因为 在 tr 六 1 的 远 场 区 


n=0 


从 而 有 

Br Be Br < Be-: 
以 可 见 光 为 例 ,4 一 5500 A, 即 使 在 +r 一 1 cm 处 ,kr 也 有 10” 的 数量 级 , 略 去 g, 是 很 
自然 的 . 然而 ,如 果 是 研究 近 场 光学 , 场 的 径 向 分 量 就 不 再 能 轻易 地 被 忽略 了 . 


$6.5 静 质 量 非 0、 自 旋 为 1 的 波动 方程 


迄今 ,对 于 静 质 量 E。 隆 0、 自 旋 为 1 的 粒子 的 相对 论 波动 方程 ,在 量子 力学 中 
尚未 见 有 过 讨论 . 我 们 认为 ,依照 建立 波动 方程 的 普遍 法 则 ,可 以 在 三 级 四 元 数 
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(8X8 和 矩阵) 领域 建立 起 这 种 粒子 的 相对 论 性 波动 方程 . 
6.5.1 波动 方程 和 波 函 数 条 件 


一 、 波 动 方程 的 建立 
把 克 莱 因 - 戈 尔 登 方程 看 成 是 三 级 四 元 数 领域 的 方程 ,进行 因 式 分 解 . 取 
H= epitp,j + Phi 十 io (6.5.1.1) 
则 波动 方程 为 
(E— Hy= 0. (6.5.1.2a) 
它 的 矩阵 形式 是 
Be i |[a]- 0. (6.5.1.2b) 
十 iE。 Ecp.2)-G 


其 中 , 波 函 数 的 四 元 数 形式 为 
y=[CFiw + Fav )u + (Fu + Fv )v Jus 


+[(Giu +Gv ut GutGv vo. (6.5.1.3a) 
矩阵 形式 为 
Fi] G, 
s= [2] F= 中 | (6.5.1.3b) 
G | 已 Gs 
lr, G, 
在 (6.5.1.2b) 式 中 ; 
1 0 0 一 i 1 00 0 
0 0 0 | 0 0 -10 0 
又 把 ， 马 = ， 也 一 
0001 lo oo 一 :i 0 01 0 
0010 lb oi: 0 0 00-—1 
(6.5.1.4) 


是 三 个 阵 迹 为 0 的 自 伴 矩 阵 . 在 狄 拉克 理论 中 ,它们 是 粒子 的 三 个 自 旋 矩阵 ,但 在 
波动 方程 (6. 5. 1. 2b) 中 ,它们 并 不 是 自 旋 矩 阵 , 而 是 与 粒子 的 速度 有 关 的 矩阵 ( 见 
下 文 ) ,不 要 混淆 . 

用 算 符 


5 FA. A [E—cp :5 iE, 
Etc(Bit Bj + pk)is +iE,j, = | 
一 iE。 证 十 p :加 


作用 于 方程 (6. 5. 1. 2) 后 ,就 使 其 还 原 成 了 克 莱 因 -区 尔 登 方 程 ,表明 波动 方程 
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(6. 5. 1. 2) 确 实 是 由 克 莱 因 - 戈 尔 登 方程 的 一 种 因 式 分 解 方式 导出 的 结果 
二 、 波 函数 条 件 
把 波动 方程 (6. 5. 1. 2) 展 开 成 八 个 分 量 方程 
(E+8.)F: Fi SG, 入 六 
hj + (ps +ip)F, 一 ic， Os 


+ Pp: Fs 十 (五 — ip,)F, -iB6, 一 0， 


和 


( 

EE 

(£ -PP Ft (ps + ip )P, —i E06, SO; 

(6. 5.1.5) 
全 一 到 JG, 一 (二 一 这)G+i 卫 Pi = 0， 

人 

E 


~ 


—p.)G;— (8,— ip,)G +i BF, = 0， 


C 


) 
) 
) 
+h)G: — CB: +ip,)G, +iEF, = 0， 
) 
六)c, 一 


G4 b+ ib,)G, + i EF, = 0. 


(E+ 


考察 分 量 方程 (6. 5. 1. 5), 波 函数 的 八 个 元 中 分 成 了 两 组 : FiFaG1G, 和 
FF,GsG, ,它们 满足 完全 相同 的 两 组 方程 . 因此 两 组 元 之 间 必然 还 应 满足 一 个 与 
方程 (6. 5. 1. 2) 相 容 的 条 件 , 称 为 波 函数 条 件 :第 四 分 量 与 第 一 分 量 恒 等 , 即 

F=R. (6.5.1.6) 
波动 方程 (6. 5. 1. 2) 和 波 函 数 条 件 (6. 5. 1. 6) 联 立 ,构成 了 描述 静 质 量 非 0、 自 旋 为 
1 的 玻 色 子 的 波动 方程 . 

由 于 四 元 数 形式 和 甜 阵 形式 在 运算 中 各 有 自己 的 方便 之 处 ,因而 在 下 文中 两 

者 并 用 . 


三 、 方 程 和 波 函 数 条 件 的 变换 性 质 


1. 沿 空间 轴 e 以 速率 & 一 cB 运 动 的 惯性 系 变换 
把 波动 方程 (6. 5. 1. 2) 的 变换 表示 成 


ME Blt Bj + BRB i |A iAy =0. (6.5.1.7) 
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M= 王 (ae 一 ibe:)(a 十 beis)， 
4 一 (a 一 iez)(a 一 beis)， (6. 5,1.8) 
LA = (a+ibes) (a beis). 


二 


上 一 cosasi 十 十 cosask， 


元. 则 有 a 一世 二 1,a 十 大 二 y,24b 二 YB 而 


_ (6. 5.1.9) 
ez 一 一 cosaxiz ~— cosayjz 十 cosark;. 


这 里 cosa; ,cosay ,cosa: 是 矢量 e 依次 对 z 轴 、y 轴 、z 轴 的 方向 余弦 . (6. 5. 1.9) 式 
是 它们 四 元 数 的 表示 方法 ,原因 是 在 方程 (6. 5. 1.7) 中 ,动量 算 符 采用 的 四 元 数 表 
示 方 法 是 
已 一 Bitp,jitpk 
所 致 . 
把 (6. 5.1.8) 式 代入 (6. 5.1.7) 式 ,用 四 元 数 算法 进行 运算 


(a—ibes) (a+bei) (EE — pi -ij 人 at ibes) (a + beis) 


= (atbei) (Epi id )(atbei) 


7E -gp “oe-[(»% “epE)etp- (p+ es —iE, 
rE pp. [itp + (7 — RE)e hs i 
当 cosa; = 1, 即 沿 工 轴 运 动 时 ， 
7E -6s [Bit (6, BE) + pk i 
当 cosa, 二 1, 即 沿 > 轴 运 动 时 ， 
7E 6.—[ (6. — BE)+ + pk i 
当 cosa. = 1, 即 沿 z 轴 运 动 时 . 


上 式 证 明 ,波动 方程 (6. 5. 1. 2) 是 洛 伦 兹 协 变 的 . 
波 函数 的 变换 为 


yy = Ay = (a— ibes) (a— beis)y. 
略 去 宛 繁 的 运算 过 程 ,算得 少 的 第 一 分 量 和 第 四 分 量 分 别 为 
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FE = (a— bcosa:) (a becosa:)F, + b(a— bcosa:)(cosa, — icosa, )F; 
十 6(a 十 bcosa:) (cosa; 十 icosa, )F; + b (cosa; + icosa, ) (cosa; — icosa, )F, , 
FF = b(cosas 一 icosay ) (cosa: + icosa, )F + b(a— bcosa:) (cosa, ~ icosa,y)F, 
二 b(a 二 bcosa:) (cosas + icosa,)F; + (a bcosa:)(a— bcosa:)F,. 
如 果 在 原 惯性 系 中 Fi = Fi ,那么 在 新 的 惯性 系 中 仍 有 Fi = Fi ,所 以 波 函 数 条 件 
(6. 5.1.6) 也 是 洛 伦 兹 协 变 的 . 
2. 绕 空 间 轴 e 旋转 yp 角 的 变换 
这 时 在 (6. 5. 1.7) 式 中 


M=A= (eos 罗 +singe) (cos 多 +singe:). (6.5.1.10) 


把 (6. 5. 1. 10) 式 代入 (6. 5. 1.7) 式 


(cos 多 年 singe) (cos 多 中 singe, ) (E a i, ) 


人 (cos 地 singe) (cos 吧 一 singe ) 


= (eos 鱼 +singe) (EE —pis i ) (cos 生 一 singe) 


三 ban | i, 一 (eos 多 + sinGe)p (cosg ns singe)i 


三 三 一 [eospp 十 (1— cosp)(p * ee— singp Xe]is i, 


ELpcosg— Bsing)it (Bycospt Pesing)j + Bek —i Ej,, 
当 cosa, = 1, 即 绕 z 轴 旋 转 ， 


EfCp.cosgt psing)i+ Bj + (Bcosp— Prsing)k]is —i ej,, 


= c ve 
当 cosa, 二 1, 即 绕 y 轴 旋 转 ， 
— [Pit(p,cosp— psing)j + (pcosp+ pysing)kJis —i 吾 /, ‘ 
当 cosa。 二 1, 即 绕 = 轴 旋 转 . 
上 式 表明 , 绕 空间 轴 旋 转 的 坐标 系 变换 ,波动 方程 (6. 5. 1. 2) 也 是 协 变 的 . 
波 函数 的 变换 为 
y=Ay= (cos 寺 二 sin 多 e) (cos 吧 + singe: )y. 


算出 变换 后 ,第 一 个 元 与 第 四 个 元 为 
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Fl = (c— iscosa:) (ct iscosa:)F, +is(c — iscosa:) (cosa, — icosa, )F; 
十 is(cosar 十 icosay ) (c+ iscosa: )Fs — s: (cosas + icosa, ) (cosa; — icosa, ) FP,» 
F' = —s (cosa, 一 icosay )(cosay + icosa, )F, + is(cosa; — icosa, ) (¢ — iscosa: )F, 
十 is(cosax + icosa,y) (c+ iscosa:)F; + (c— iscosa:) (ct iscosa:)F. 
表明 ,如 果 在 原 坐 标 系 中 F, 二 FF ,那么 在 绕 空间 轴 e 旋转 gy 角 后 的 新 坐标 系 中 仍 
有 Fi 一 FI, 波 函数 条 件 (6. 5.1. 6) 对 坐标 系 的 旋转 变换 也 是 不 变 的 . 
3， 字 称 变换 
宇 称 变换 使 方程 (6. 5. 1. 2) 变 成 了 
[z= BitBj + PR i A r) =0. 
如 果 在 (6. 5.1.7) 式 中 , 取 
M= A=j. (6.5.1.11) 
那么 


[EB Bj + Bb i | 
= Ett By + Bl —i ej, 
就 是 宇 称 变换 后 方程 中 的 算 符 ,所 以 
W 一 = jpn). (6. 5. 1. 12a) 
即 
[°°]=[ Gn (6. 5. 1. 12b) 
G7 LF 人 
4. 正 反 变换 
讨论 正 反 变换 时 ,以 带电 9 的 粒子 在 电磁 场 (a, yg) 作用 下 的 波动 方程 较为 清 
楚 . 这 时 波动 方程 (6. 5. 1. 2) 的 形式 为 


E~gp |(p—a) .5 _iB 
c 人 F] 
ls 守 
i E—gp—(p— an) 3 
C € 
(6.5.1.13) 
把 它 的 复 共 思 方 程 
_Et+gp_,, i .已 
< (p+qa) .也 i 区 
BE Gd 
一 i 如 -p+m) . 隐 


(6.5.1.14) 
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(6.5.1.15) 


(6.5.1.16) 


与 反 粒 子 方程 
Et + (p+ga) .5 一 i 孚 人 
i 至 一 po) 5 人 

进行 比较 ,只 需 

Fi] FG: Gi Fr 

Fi| |G Gi|_ | 

Fi| | Gl lol I-E; 

Fi Lo Go LF 
两 式 完全 相同 . 这 就 表明 波动 方程 (6. 5. 1. 2) 同 时 描述 了 一 对 正 、 反 粒子 ,具有 正 反 
变换 的 不 变性 . 

四 、 粒 子 的 算 符 


由 波动 方程 (6. 5. 1. 2) 所 描述 的 粒子 的 各 重要 算 符 如 下 : 
1. 相对 论 性 质量 算 符 
粒子 的 相对 论 性 质量 算 符 为 


2. 速度 算 符 


(6.5.1.17) 


用 [PF',6"] 左 条 方程 (6. 5.1.2), 用 [二] 右 乘 访 程 (6.5.1.2) 的 后 米 共 志方 和 


然后 两 式 相 减 
下 十 听 .号 一 iE F 
F',G! 
[ | iEo E—cp. 加 
Et ~iE, ]TF]] FF] 
[ 证 ， Psi [oj-。 
得 到 概率 流 的 连续 性 方程 


al[F,cl[<])- p: (ree 人 2J[e))= 


概率 密度 和 概率 流 密度 分 别 为 
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F 
u= Fe,c]| l= F'F+G'G, 


a (6. 5. 1. 18) 
S 一 FF.,c][ zjlcj- — FIcEF + G'cEG. 
所 以 粒子 的 速度 算 符 为 
[~-z 0 
= | 和 | (6.5.1.19) 
而 式 
到 (i++ wm) =p 
表明 上 述 算 符 的 形式 是 自治 的 . 
3. 自 旋 算 符 


在 坐标 系 绕 空 间 轴 旋转 p 角 后 , 波 函 数 的 变换 四 元 数 A 示 于 (6. 5. 1. 10) 式 中 ， 
由 自 旋 在 该 旋 轴 上 的 投影 


Si = 一 这 (e+e) 
et 
得 到 
P110 
rp 人 "] 
3. = 一 了 (十 后) 一 了 ， 
2 人 0 了 
0 110 
| 0 —ii 0 
省 光 i| i 00 iprro 
S$, = 一 本 人 )= 了 [ ]， 6. 5.1. 20 
| 
0 —ii 0 
0 0 0 
i 方 ，， pe ne 
5. = 一 了 (i 一 i) 二 二 ; 
2 lo 0o2 ollo dl 
0 000 
1001 
A zl0 2 0 olrI 0 
全 二 了 (3 十 证 :十 订 : 一 kk2) 一直 [ ] (6.5.1.2 
2 I oo2oltor 
1001 


其 中 ,了 是 4X4 的 单位 矩阵 . 
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4， 角 动量 算 符 

角 动量 的 = 向 投影 算 符 为 
二 0 0 

a 人 这 | 中 
0 0 FL+ 丰 0|-0 I 
Lo 0 0 工 

角 动 量 平方 的 算 符 为 
D0 | 法 十 癌 P= 后 十 去 G3 十 二 十 太一 丰 ) 


— [Lk+ ka) 十 已 (人 一 7 十 到 (一 后 


9 pe ee 
Ll L:—iL, 二 区 1 
La 广 La 
i 4 
Ltil, Ls ol 6 户 十 记 
万 友 友 La 区 引 
二 ME oI 
= 0 所 十 2? 十 2 严 Le 二 二 
3 
i Ei, 请- 十 记 | 
所 左 让 
6.5.2 方程 的 解 
一 、 自 由 粒子 的 平面 波 


当 动 量 p 和 能 量 下 同时 确定 时 , 波 函 数 中 有 共同 的 因子 ef … 巴 ， 
F(r,t) = f (pr ， 
人 = &(P)er' Ba)。 
这 时 ,粒子 的 螺旋 度 也 能 同时 确定 . 螺旋 度 的 本 征 方程 


(s 六 p) = s, fy. (6. 5.2. 1a) 
其 矩阵 形式 为 
0 Pip, p+ip, 0 F G F G, 
ptip, -2b 0 Ptip,l|F, G F 
dead | i i eS: 
Bip, 0 2p. PipyllF G £3, 


0 Pip, pstip, 0 GG F, G, 
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其 中 s 是 螺旋 度 的 量子 数 . 展开 (6. 5. 2. 1b) 式 解 得 


fi Ba 
由 | | 记 + 记 让 全 |] etip,,, 
2 2 sa 
一 让 i 
| | 和 | | 和 
fn gl 
并 有 
=1 (6.5.2.3) 
故 螺旋 度 的 量子 数 为 
5 一 土 1. (6.5.2.4) 


这 既 表 明 波动 方程 (6. 5. 1. 2) 所 描述 的 粒子 的 自 旋 为 1, 也 表明 粒子 有 左旋 和 右 旋 
两 种 状态 . 再 由 波动 方程 (6. 5. 1. 2) 得 到 
人 = (E+cp * DF, 
iEF =— (E— cp .2)G. 


解 得 
f=A, 
六 一 锯 十 ip， 
人 G= 一 1 上 seF. (6.5.2.5) 
沪 二 A, y 
f=A, 
同时 
EF-—ep—E=0. (6. 5. 2.6) 
所 以 能 量 的 本 征 值 


(6.5.2.7) 


性 =E= Vep +E, 
E=E =-— Voip +R. 
表明 粒 有 正 、 负 两 个 能 量 . 负 能 态 实际 上 是 其 反 粒子 的 正 能 态 , 这 与 狄 拉克 方程 的 
情况 类 似 . 应 用 时 只 需 取 正 能 态 . 
下 面 应 用 平面 波 (6. 5. 2. 5) 计 算 粒子 的 速度 . 粒子 的 概率 分 布 为 
FIF+GG 1+ 迁 志 22]FF- EE py pF, 


粒子 速度 在 动量 p 方向 投影 的 平均 值 为 
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(Gs [LF'GJ(». 2)[e] ro 和” ,ze] 


i Ss pF'F+G'G) 
cellej 
uf E ig,]rF] 
cmos, el ep 
pF'F+G'G) SB" 
与 预期 的 结果 一 致 . 
二 、 自 由 粒子 的 球面 波 


当 粒子 的 = 向 角 动 量 了 .一 关 万 , 角 动 量 平方 妖 =jG 十 1) 轴 和 能 量 同 时 确定 时 
为 球面 波 . 


能 量 确定 使 波 函数 有 共同 的 因子 e 办. 由 J 的 本 征 方程 


本 0 0 0 
F，G] [FG 
8 " | lm cl lr, e 
0 0 ia+1 0 lm Gl me 
op G6 ，G， 

0 0 0 5 


使 Fi,F,,G! 和 G, 中 有 因子 e™,F, 和 G: 中 有 因子 er,F 和 Gs 中 有 因子 
e' ”59. 由 大 的 本 征 方程 


加 es 2 ; 
Br Li ti i 
广 太 大 
ti Li+2— L. po Lt+iL, | [FF G FG 
大 记 大 已 ep 
Ss 二 八 ] 
也 -让 ， PY Se | F, G, F, G, 
万 亡 万 4 CC 4G, 
i LC—ii, 工 - 十 记 ， 书 Pi 
大 万 广 
知 , 波 函数 的 形式 为 
F fiRi(r)Pr (cost)e™ 
已 | |feRi(nPr" cosDem ne) 
已 | |fR(rPpri(cosDem vel 


fiRi(r)Pr (cosb)e™ 
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Bi A ek) i le a 
总 Per = [si ("00)+ si Br Pe™ = AL+ DPre™, 


L—i 


RN 日 ;cosbg 9 Vpm um 
Be (a i ) re™ 


(十 ma)( 一 加 十 1)P7 ee, 


二, 十 记 ， Pr 
和 


9 ，:cosb 9 Hm) 
mp 一 ey ein nt i 
5 售 sing Ej 由 Bre Ys 


可 以 得 到 四 个 系数 之 间 的 关系 
UFD-IGHDIA+A+tR = tmt DU-mf+f, 
[DU+D-jG+ Df —2mfi = fi+f,, 
CTD IG+DIf +2mfs = Um m+ Df +f), 
[EC 十 D 一 GD] 因 十 广 十 六 = + 二 DU- 二 记 . 
从 中 解 得 ! 在 三 种 不 同 取 值 下 的 系数 间 的 三 组 关系 
f= 有 =-0+mf, 
l=j 一 1 
| 4 
[4 = 一 mr 
< 


当 ! 一 7 时 ， 
四 =— +m)(0G—m+1)f,, 


f=fi=0G-mt+D)/f, 
发 = (GG—m+2)0G—m+ Df, i 
再 考虑 到 波 函 数 条 件 (6. 5. 1. 6) ,对 于 下 ,即使 在 /=j 的 情况 下 也 应 让 
万 = 太一 一 mm 六 


但 是 对 于 G, 当 /二 j 时 ,G, 与 G, 就 不 一 定 相等 ,这 在 下 面 的 三 组 球面 波 解 中 就 反 
映 出 来 了 . 由 波动 方程 (6. 5. 1. 5) 得 G 与 F 的 关系 式 


3z 13y 0 0 
3.9 9 
i = 一 | 0 0 
a: a 9 
认 | y z F: 
9 .日 | 
0 0 0 
taz or oy 
0 0 也 +i8 ja 
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其 中 ,= 正 ,一旦 . 应 用 坦 让 德 多 项 式 的 运算 性 质 


3 : 
冯 [iRPrm'ec + ( 坟 13 ) (aR iPre™) 


= i+m— 1 
= (A 2 ee 


+[5 一 a(l 一 m 十 1)] 写 天 二 2B， PS j} eiorbe， 


了 pe im 
(法 +i 避 了 y CORP’ "] 一 (RiPre™) 


= { 一 [十 a(L 十 ma)]A,P2 +[b—a(ll—m+1)]BPr,}e”™ 


其 中 
A = Ru+D Re, 
dr Fr 
_ dR JR, 
B, dr Pe 


这 样 从 下 算出 G, 便 得 到 了 三 组 独立 无 关 的 球面 波 解 : 
1. 对 于 l=j 一 1 
Fi =— fi1(j +m)R, Prie™e ar, 
F, = fiRj PP emt re , 
Fs= fj+m(+m— DR Pe Dre ie ， 
F, =— fi(j +m)R, Pr ee ie， 
一 工 Er 


Gi = 全 [+ 加 六 PP + (j—m)B, ,Pr Jemre* 
o 


G, = FE:[— ieRrs + B) 1pr Je ure tie, 


Eo 


= 全 [一 G+m +m— 1)ieR; Pp™ 


€o 


-G+mUi—m+l)B PY! Je™ re ie ， 


名 三 {LG + mieRr i Pr, — OG +m)B, Pr Jemeie. 
3 
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2. 对 于 /一 7 
F, 一 一 fimRjPre™e™, 
F, = fjRjPr ee'™ Vre we, 
Fs =—f,(j+m(i—mt+ RP ee™ rew, 
F, =— fmR,Pre™e™, 
Gb- DY ap, tiemR pr + 1 DB pn, ee, 


0 2j+1 
fritl eA j Me 
cs le 
G = [iP RP + 和 BP ee 
SA LS A pr tie R, Pr 
E0 J 
ji m+ pr |emme, 
、_ ff GHDG+m) iG —m+1)p pn 二 
c.=£[ A Pr tiemR, Pr + LL BP ewe . 
3, 对 于 l=j 十 1 


F=fm(j—m+ DRaPheme™, 

Fs = finRn Pr em bree, 

Fy = fC —m+2) 0 — m+ DR Pe Meee, 
F, = fn(j—m+ DR Pr emew, 


G = et[- G+m+ DAP” — 0G — m+ DieR,n Pr Jerew, 


Gy = [AP — ieR,u Pr Jem ere, 


€0 
Ga 一 人 a[- G+mi— m+ 1 Am 
0 


—G—m+2)(0j—m+1)ieRn Pn Je re, 


G, = frG —m+ DAjuPr — 0 — m+ 1)ieR;n Pr Jere. 
0 


在 上 述 解 中 ,fj-1，,f; 和 fj;:1 是 归 一 化 常数 . 而 由 波动 方程 (6. 5. 1.2) 知 , 径 向 函数 
R,(7) 满 足 


雪上 + 


其 解 是 球 贝 塞 尔 函数 
Ri(rvVe’ 一 名) = | 一 一 Juy(rve' —ed). 
rvVer —e l 


le =0. 
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其 中 


1 dsinz 
到 TCD 一人 (人生 ) 3 
上 述 三 组 独立 无 关 的 解 反 映 的 就 是 自 旋 与 轨道 的 三 种 不 同 耦合 状态 . 
用 K 表示 自 旋 与 非 相 对 论 性 轨道 角 动 量 看 合 项 的 量子 数 , 有 


i 
从 产 的 本 征 方程 知 ,K 有 三 个 取 值 
Ee 当 L=j 一 1 时 ; 


= 一 1， 当 ! 一 了 时 ， 
K = 一 (j 十 2)， 当 /1 二 j 十 1 时 . 
这 也 可 直接 从 自 旋 轨道 耦合 的 公式 


L.S= G+D -+D -ss+D], s=1 
算出 . 
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捧 着 这 部 煌 煌 数 十 万 字 的 遗 著 ,我 感慨 万 千 . 送 走 方 官 兄 转眼 两 年 多 了 . 他 
家 人 嘱 我 为 书 作 跨 , 我 虽 力 所 不 还 , 却 不 能 推托 . 对 这 四 元 数 我 并 不 在 行 ， 说 点 感 
想 吧 . 

“文革 ?后 期 我 到 汉中 分 校 ， 就 知道 方 官 是 广 福 春 和 陈 佳 洱 先 生 摩 下 两 大 理论 
家 之 一 , 但 无 缘 相 识 . 那 时 基础 研究 基本 上 都 停 了 ， 只 有 加 速 器 有 任务 ， 他 在 忙 
4.5 MV 静电 的 设计 和 计算 , 我 则 在 教 比 高 中 程度 深 一 点 的 《基础 物理 》 我 俩 走 
到 一 起 , 是 在 十 多 年 后 . 为 了 加 强 基础 淡化 专业 ,在 处 先 生 指 导 下 改革 普通 物理 ， 
把 力 、 热 .电光 、 原 五 门 课 合 并 打通 ,作为 一 门 课 来 讲 . 为 此 才 把 方 官 从 加 速 器 抽 
出 来 . 这 一 讲 就 是 十 多 年 . 其 间 我 应 国外 朋友 之 邀 去 合作 研究 , 中 途 退 出 , 留 下 方 
官 坚守 , 直到 退休 . 那 时 我 主持 系 里 教务 , 从 微薄 的 经 费 中 为 主讲 教师 分 别 订 了 
《大 学 物理 》 和 (大 学 化 学 ) 杂 志 , 方 官 就 有 文章 在 上 面 发 表 ， 他 写 这 四 元 数 物理 ， 
大 约 从 那 时 就 开始 了 . 方 官 后 半生 的 主要 成 就 , 除了 学 生 , 就 是 这 部 大 作 , 写 这 本 
书 , 不 止 是 “十 年 钴 一 剑 ”. 

我 这 人 是 个 杂 家 ， 自 小 就 对 各 种 稀奇 古怪 的 东西 感 兴趣 , 一 进 北 大 , 就 在 图 
书馆 的 书 堆 里 发 现 了 这 四 元 数 (quaternion), 但 不 求 甚 解 ， 只 是 知道 而 已 , 现在 学 
物理 的 ， 很 少 知道 和 玩 这 四 元 数 了 . 其 实 , 发 明 四 元 数 的 , 还 是 一 位 大 物理 学 家 . 
故事 要 追溯 到 19 世纪 上 半 叶 . 从 21 岁 就 开始 做 爱尔兰 钦 天 监 ( 天 文 台 长 ) 的 哈密 
顿 (Wilham Rowan Hamilton，1805 一 1865)， 在 完成 他 关于 分 析 力 学 和 光学 的 工 
作 后 , 就 于 1835 年 转向 了 代数 . 那 时 复数 是 一 个 研究 的 热点 , 他 想 , 既然 二 重 数 
组 (doublet) 可 以 相 乘 ,那么 三 重 数组 (trtplet) 呢 ? 这 个 问题 困扰 了 他 将 近 十 年 ， 
直到 1843 年 10 月 16 日 . 后 来 他 在 给 儿子 的 信 中 回忆 说 :“ 在 那个 月 的 上 半月 ， 
每 天 早上 我 下 楼 吃 早饭 时 , 你 兄弟 威廉 。 埃 德 温 (William Edwin) 和 你 总 要 问 我 ， 
“ 嗯 , 老 丛 ,你 能 不 能 乘 三 重 数组 ?’ 我 则 使 劲 摇头 ,回答 说 ,' 不 行 , 我 只 能 加 减 它 
们 . ”” 那 天 他 和 太太 沿 着 都 柏林 皇家 运河 散步 时 , 突然 想 出 了 方程 站 =j? 二 =k? 二 
订 jk 二 一 1 的 解 . 太 激动 了 ,他 掏 出 刀子 ， 把 解答 刻 在 了 布 鲁 穆 桥 (Brougham 
Bridge) 的 石头 上 . 那 座 桥 现 称 金 省 花 桥 (Broom Bridge)?®. 

在 这 之 后 , 四 元 数 的 研究 一 度 非常 热 ,甚至 引起 交 维 赛 (Oliver Heaviside， 
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1850 一 1925) 和 泰 特 (Peter Guthrie Tait，1831 一 1901) 这 两 位 大 物理 学 家 之 间 的 
争吵 , 数学 家 克利 福 德 (William Kingdon Clifford，1826 一 1883) 则 于 1873 一 1876 
年 把 四 元 数 推广 成 八 元 数 (octonion)9. 直到 19 世纪 末 , 四 元 数 研究 都 广 为 流 行 ， 
甚至 有 一 个 “四 元 数 及 数学 相关 系统 研究 国际 促进 协会 .哈密 顿 则 把 余生 全 部 用 
于 研究 四 元 数 和 寻找 它 的 应 用 , 于 1853 年 出 版 了 《关于 四 元 数 的 演讲 》，1866 年 
出 版 了 遗 著 《 四 元 数 概论 》, 后 者 即 方 官 书 末 所 列 参 考 文献 [17]. 

几乎 与 哈密 顿 同时 , 德国 数学 家 格拉 斯 曼 (Hermann Grassmann，1809 一 
1877) 于 1844 年 提出 维度 理论 (ausdehnungslehre), 建立 了 一 种 n 维 空间 的 几何 ， 
在 其 中 定义 了 nn 维 矢量 的 运算 . 在 美国 物理 学 家 吉 布 斯 (John Willard Gibbs， 
1839 一 1903) 和 英国 物理 学 家 交 维 赛 的 努力 下 , 矢量 运算 在 物理 学 中 成 为 宠儿 . 事 
实 上 , 矢量 运算 也 是 四 元 数 运 算 的 一 部 分 , 矢量 这 个 名 字 就 是 哈密 顿 起 的 . 在 这 
个 意义 上 , 四 元 数 已 经 在 物理 学 中 留 下 了 永久 的 印迹 . 

虽然 哈密 顿 和 格拉 斯 曼 的 理论 都 是 矢量 代数 发 展 的 源头 ,但 四 元 数 的 运算 包 
含 了 比 矢 量 代数 更 多 的 东西 . 吉 布 斯 曾经 说 过 ,他 更 喜欢 格拉 斯 曼 的 限制 较 少 的 
概念 2. 普遍 与 简洁 是 物理 学 永恒 的 追求 . 不 过 , 有 些 物理 用 四 元 数 有 它 的 长 处 ， 
比如 方 官 这 部 书 涉及 的 狭义 相对 论 时 空 观 ` 相 对 论 力学 .电磁 学 和 相对 论 性 量子 力 
学 . 它们 的 共同 点 , 是 都 要 用 四 维 时 空 来 描述 . 时 间 与 空间 毕竟 还 是 不 同 , 后 者 构 
成 三 维 矢量 空间 ,所 以 四 维 的 时 空 , 用 四 元 数 来 处 理 就 是 一 种 自然 的 选择 ， 

当初 发 现 的 不 是 三 重 数组 而 是 四 重 数组 , 是 四 维 的 , 这 完全 出 乎 哈密 顿 的 预 
料 , 所 以 , 他 最 初 的 反应 是 舍弃 第 四 维 , 令 它 为 0, 而 称 余下 的 部 分 为 “固有 四 元 
数 ”(proper quaternion)9. 他 万 万 没有 想到 , 在 身后 40 年 会 出 来 一 个 相对 论 ， 这 
正 是 他 整个 后 半生 苦 苦 寻找 孜孜 以 求 的 四 元 数 最 重要 的 应 用 . 四 元 数 天 造 地 设 般 
地 与 四 维 时 空 一 一 对 应 ,这 造化 之 神奇 既 令 人 惊叹 , 更 让 人 和 敬 恨 .如 果 相 对 论 早 
出 世 半 个 世纪 , 没准 物理 的 主流 就 是 四 元 数 的 ， 谁 知道 呢 ? 

涉及 狭义 相对 论 的 物理 , 是 四 维 时 空中 的 物理 , 现在 流行 的 做 法 , 是 用 虚 时 
坐标 的 欧 氏 空间 , 或 用 时 空 度 规 的 闵 氏 空间 . 相 比 之 下 , 采用 四 元 数 的 做 法 , 有 点 
像 是 另类 或 者 异 数 . 当然 ,在 学 术 上 不 靠 人 脉 ， 不 看 人 气 ， 不 玩 少数 服从 多 数 , 不 
讲 成 王 败 寇 . 学 术 问 题 有 它 自 己 的 玩法 (play rule). 自古 英雄 出 少年 , 天 才 大 抵 是 
另类 . 所 以 , 虽然 不 在 物理 的 主流 , 这 个 领域 仍然 相当 活跃 , 玩 四 元 数 物 理 的 大 有 
人 在 ， 方 官 并 不 孤立 . 

狭义 相对 论 的 基本 出 发 点 , 是 四 维 时空 的 转动 不 变性 , 即时 空间 隔 不 随 坐 标 


@ DJ] 斯 特洛伊 克 . 数 学 简 史 . 关 网 , 译 . 北京 :科学 出 版 社 ，1956. 
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的 转动 而 改变 . 用 四 元 数 来 说 , 就 是 时 空 双 四 元 数 的 模 方 不 变 . 所 以 , 狭义 相对 论 
可 以 完全 等 效 地 用 四 元 数 来 表述 , 这 在 意料 之 中 . 相对 论 力学 的 核心 , 是 能 量 动 
量 构成 四 维 不 变量 , 这 又 是 一 种 双 四 元 数 不 变 的 模 方 ， 所 以 相对 论 力学 也 可 以 纳 
人 四 元 数 的 框架 之 中 . 电磁 场 是 一 种 最 简单 的 规范 场 ， 从 相对 性 原理 和 定 域 规范 
不 变性 原理 出 发 , 可 以 严格 和 多 辑 地 得 到 麦克 斯 韦 方 程 组 和 洛 伦 兹 力 的 公式 , 也 
就 是 得 到 库仑 定律 安培 定律 ,法拉 第 电磁 感应 定律 和 磁场 无 源 定律 等 实验 定 
律 9. 所 以 , 时 空 双 四 元 数 的 模 方 不 变性 加 上 定 域 规范 不 变性 , 就 可 以 得 到 全 部 电 
磁 学 ， 最 后 ， 四 元 数 的 四 个 基 1,i,j,k 对 应 于 2X2 的 单位 矩阵 和 三 个 泡 利 矩阵 的 
集合 , 所 以 凡是 涉及 旋转 的 问题 , 特别 是 量子 力学 中 的 自 旋 以 及 狄 拉 克 旋 量 , 自 
然 也 可 以 用 四 元 数 来 做 . 英国 (自然 ) 杂 志 前 主编 玛 多 仕 (John Maddox，1925 一 
2009) 在 对 我 国 物理 学 家 陈 难 先 (清华 大 学 教授 , 中 国 科学 院 院 士 ) 一 个 工作 的 评 
论 中 就 曾 说 过 :“ 全 部 数学 都 有 应 用 的 潜力 ,数学 家 们 在 文献 中 凌乱 地 扔 了 一 些 珍 
贵 的 技巧 ， 等 着 人 们 来 发 现 其 用 途 . 简单 说 吧 ，19 世纪 备 受 关注 的 连 分 数 , 被 证 
明 在 场 论 里 用 得 着 , 不 是 吗 ? 为 了 使 得 矢量 代数 完备 而 定义 一 个 商 , 从 而 才 发 明 
的 哈密 顿 四 元 数 , 不 也 发 现 与 相对 论 性 量子 力学 的 旋 量 代 数 有 着 有 趣 的 联系 
吗 ?”@ 真 的 , 方 官 就 与 严 亮 合 作 写 过 一 篇 论文 (四 元 数 在 力学 和 电磁 学 中 的 应 用 》， 
与 陆 元 荣 合作 写 过 一 篇 论文 4 四 元 数 在 量子 力学 中 的 应 用 》，2001 年 先后 发 表 于 
《大 学 物理 )9@. 

英雄 所 见 略 同 , 所 以 可 在 文献 中 找到 许多 方 官 的 同道 , 举例 来 说 ， 如 马 来 西 
亚 的 萨 哈 拉 姆 ， 他 用 四 元 数 推导 洛 伦 效 变换 及 其 速度 相 加 公式 ， 并 讨论 了 有 关 的 
性 质 和 应 用 , 论文 (四 元 数 洛 伦 效 变换 ) 发 表 于 2011 年 9. 这 是 关于 狭义 相对 论 的 
时 空 观 . 关于 力学 , 如 美国 南 加 州 大 学 的 伍德 瓦 嘉 和 阔 特 ,他们 推导 出 刚体 转动 
动力 学 的 四 元 数 方程 , 论文 发 表 于 2010 年 8. 关于 电磁 学 ,如 美国 纽约 州立 大 学 
水 牛 城 分 校 的 温 南 斯 ， 他 把 真空 中 的 麦克 斯 韦 电 磁 方程 表达 成 单个 的 四 元 数 方 
程 , 论文 (四 元 数 物理 量 ) 发 表 于 1977 年 0. 而 更 早 一 些 , 爱 德 蒙 斯 就 提出 可 以 把 
电荷 当做 四 元 数 9. 关于 量子 力学 , 有 意大利 斯 科 拉 里 西 和 索 罗 布 里 诺 的 论文 ( 磁 
群 的 四 元 数 表 示 》， 于 1997 年 发 表 于 数学 物理 杂志 3, 美国 普林斯顿 高 等 研究 院 
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的 阿 德 勒 甚至 写 了 专著 (四 元 数量 子 力学 和 量子 场 )， 于 1995 年 由 牛津 大 学 出 版 
社 出 版 9. 而 关于 量子 场 论 中 的 规范 场 , 则 有 印度 比 仕 特 和 奈 吉 的 论文 4 戴 孙 的 阿 
贝尔 与 非 阿 贝尔 规范 理论 的 四 元 数 - 八 元 数 的 解析 性 》, 发 表 于 2008 年 8, 还 有 印 
度 普 士 帕 、 比 仕 特 、 奈 吉 和 中 国 科 学 院 理论 物理 研究 所 李 田 军 合作 的 论文 (用 四 元 
数 八 元 数 重新 表述 量子 色 动 力学 》, 发 表 于 2011 年 @. 

以 上 所 举 , 还 都 是 四 元 数 在 物理 学 中 的 应 用 . 在 工程 .电脑 和 制图 等 实用 领 
域 , 四 元 数 的 应 用 就 更 加 活跃 ， 有 的 甚至 扮演 了 主角 . 所 以 , 在 美国 的 大 学 里 , 有 
讲授 四 元 数 应 用 的 课程 , 也 有 专门 讨论 四 元 数 教学 方法 的 文章 9, 这 里 就 不 多 说 . 

或 许 有 人 会 问 , 现在 流行 的 做 法 已 经 很 好 , 还 另起炉灶 用 四 元 数 来 做 ， 有 必 
要 吗 ? 这 就 用 得 着 费 曼 (R P Feynman，1918 一 1988) 的 一 句 话 :“ 完 全 针对 同一 个 
物理 , 每 个 好 一 点 的 理论 物理 学 家 都 知道 六 七 种 不 同 的 理论 表述 . "@. 不 同 的 表述 
虽然 在 数学 和 形式 上 等 效 , 在 物理 上 却 不 一 定 相同 氢 原 子 光谱 的 巴尔 末 公 式 与 
里 德 伯 公式 在 数学 上 完全 等 价 , 但 只 是 从 里 德 伯 公式 ， 玻 尔 才 悟 出 他 的 七 巧 板 的 
最 后 一 块 ,构造 出 著名 的 所 原子 模型 . 玻 恩 把 海 森 伯 二 元 数组 的 指标 简单 地 改写 
了 一 下 , 才 发 现 这 正 是 矩阵 ， 从 而 建立 了 矩阵 力学 , 也 就 是 量子 力学 . 他 们 和 约 当 
以 及 狄 拉克 创建 量子 力学 时 , 是 从 哈密 顿 正则 力学 出 发 , 检定 户 创 建 波动 力学 时 ， 
则 是 从 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 出 发 , 虽然 经 典 力学 的 这 两 种 表述 都 与 牛顿 三 定律 等 
效 . 例子 太 多 了 . 说 不 定 将 来 理论 的 突破 就 是 从 四 元 数 物理 开始 , 谁 敢 说 不 呢 ? 这 
就 只 能 让 时 间 来 裁判 

这 类 研究 型 著作 , 不 可 避免 会 有 见仁见智 的 问题 ,可惜 方 官 已 经 走 了 , 不 可 
能 再 向 他 讨教 . 事实 上 , 作为 研究 型 著作 , 通常 还 会 提 到 这 个 领域 其 他 人 的 工作 ， 
让 读者 对 各 个 相关 的 研究 有 所 了 解 ,并 注 出 文献 , 为 读者 进一步 查阅 提供 方便 . 
方 官 的 书 中 没有 这 些 内 容 . 当然 , 这 并 不 是 必需 的 ,不 影响 本 书 的 水 准 和 价值 . 方 
官 的 工作 即便 与 别人 有 交集 , 也 绝 不 可 能 完全 相同 , 因为 他 是 独立 的 ,正如 我 国 
著名 理论 物理 学 家 王 竹 溪 先 生 所 说 , 对 于 同一 个 题目 , 两 个 人 互相 独立 地 去 做 ， 
结果 不 可 能 完全 雷同 @. 而 且 ,如 果 知 道 方 官 写作 的 情景 ， 对 此 也 就 不 会 苛求 了 . 

人 生 的 旅途 真 的 是 各 不 相同 . 方 官 的 最 后 十 年 , 每 周 要 去 北 医 三 院 做 两 三 次 
透析 , 走 得 很 苦 . 可 以 说 , 他 的 这 部 著作 , 是 在 这 种 被 病痛 封闭 挟 制 恐吓 折磨 的 炼 
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狱 中 铸就 的 ， 他 不 能 参加 学 术 会 议 与 人 交流 , 不 能 奔波 于 图 书馆 查阅 各 种 资料 ， 
当时 的 网 络 也 还 没有 现在 这 样 全 面 便捷 的 搜索 服务 ， 而 他 还 要 时 时 应 对 病魔 的 纠 
缠 , 在 这 艰难 困苦 的 条 件 下 , 方 官 争分夺秒 , 不 届 不 挠 , 为 我 们 留 下 了 这 份 弥 足 珍 
贵 的 遗 著 ,我 想 在 此 再 说 一 句 : 谢谢 方 官 , 你 安息 吧 . 
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